1.14 La formule des compléments (235, 236, 239, 244, 245)

Une formule sympathique pour la fonction spéciale préférée des profs de prépa : la fonction I' d’Euler! Cette

formule permet de prouver que ¢ vérifie une équation fonctionnelle, qui permet de la prolonger sur C\ {1}.

Théoréme 1.19 (Formule des compléments). Pour tout z € C\ Z, on a :

T(2)I(1—2) = —

sin(mz)

Démonstration. Etant donné que la fonction I' se prolonge en une fonction holomorphe sur C \ (—N), on a que
le membre de droite définit une fonction holomorphe sur C \ Z. Le membre de gauche est également une fonction
holomorphe sur C\ Z. Cet ensemble est connexe et on peut donc prouver cette égalité uniquement sur l'intervalle
(0,1) par exemple (I'intérét étant que le membre de droite y a une expression intégrale explicite) et conclure par

principe des zéros isolés. Soit alors s € (0,1). On a :

Is)(1—-s) = (/0+°0 a:s_le_’”dx> </0+00 x_se_xdx>

+oo —+00
/ uw e du | 25 e ?da
0

/
+oo +oo
= / / v‘%‘“dv) e “dx par changement de variable u = zv.
0 0
—+oo —+oo
= / v ° (/ ew(”H)dx) dv par Fubini-Tonnelli (tout est positif).
0 0
+oo  —s
= / Y dv
0 1+w
+oo ,Us—l
= / dv par symétrie s <> 1 — s.
0 1+w
+oo est
= / —dt par changement de variable v = et.
1+t

On est dans une bonne posture pour appliquer le théoréme des résidus! Posons la fonction complexe :

f: C — C
e
1+e?

sz
zZ

Cette fonction est bien définie et holomorphe sur C\ (iw + 2i7wZ). Les singularités de cette fonction sont des poles

simples, et on a :
; 18T
z —im e ;
— 15 sz — _ 18T
Resi(f) = lgn R = —e"",
Em dz (6 )\z:iﬂ'

de sorte que, si R > 2, 'intégrale de f sur le contour g suivant :
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—R+ 2im R+ 2im

A4

TR ® 'l’/T ES

Y

est égale & —2ime’*™. Cependant, on a également :

R e5% 2m 65(R+it) R es(m+2i7r) 2m 6s(quLit)
dz = d ———idt — ———dz — ——idt.
. (Z) z [R 14 e® T+ /0 1+ €R+ztl /R 14+ exrt+2im z /0 1+ e*R+ztl

Et on observe que :

1. Ona:

2. Pour tout t € [0, 27] :

es(R+it) R 1 esR (s—1)R
—— | =¢° - ~ e —— 0
1+ eR+it 14+ eh+it eR 1 R—s~400 R—400
car on a supposé s < 1. Ainsi, par inégalité triangulaire :
27 es(R—i—it) sR
———dt| < 27 e —
/0 1+ eBtit T eR —1 Rotoo

3. Etant donné que €2 = 1, on reconnait :

R e (z+2im) ) R 5T )
/ ——madr = €2ZS7T/ dx 25T (s)I(1 — s).
_p 14 emt2zim rl+e” R—+400

4. Enfin, de méme que pour la deuxiéme intégrale, on a, pour tout ¢ € [0, 27] :

es(—R—i—it) 1 e~ sk
—sR —sR
14 e fitit 14+e BFit]| S 1 e R potoo R—400
car on a supposé s > 0. Ainsi, par inégalité triangulaire :
27 es(—R—i—it) e—sR
———idt| < 27 0.
/0 1+ e Bt S 1 —e R Rotoo

En faisant tendre R vers +oo dans 1’égalité :

) R o5 27 es(R+it) R es(@+2im) 27 eS(—R+it)
. ST __ . .
e = /,R 1+exd“/0 W““/RW‘“*/O Ty e-mr'dh

50



on obtient donc :
—2ime™™ = (1 — ™) [(s)T(1 — s).

Ainsi : )
—2ime*sT —um T

T(s)T(1 —5) = = -

1 — e2ism e—isT _ eisT Si]fl(ﬂ'S) '

Cela conclut donc la preuve!
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