théoreme. Soit G un groupe de cardinal n. SiVk € N* premier an et pour tout g € G g et g* sont conjuués.

Démonstration. On note P, = {k € {1,..,n}| k premier a n} qui est en bijection avec (Z/nZ)* et w € U,
une racine primitive n ieme de l'unité.

On sait que le polynome cyclotomique @, (X) = erpn X —wka est irréductible sur Q unitaire & coefficient
dnas 7. donc irréductible sur Z. On a donc par irréductibilité de ®,, unicité du corps de rupture

Pour k € P, il existe un isomorphisme

G Quw) — Qb
w - Wk
aeQ — a

Or Q(w) C Q(w*) et les deuz sont des Q espaces vectoriels de dimension p(n) donc Q(w) = Q(w*) et () est
un automorphisme de corps

Voyons que (Z/nZ)* ~ Z[w]. Cx est un automorphisme de l'anneau Z[w] et si k = k' [n] alors wF = w
donc

%

(Z/nZ)* — Aut(Zw])
k = Ckjzw]

est bien définit et est clairement un morphisme de groupe. D’ot ’action énoncée.

Voyons que Fix(Z/nZ)* = Z. Comme pour tout k € Z*, ( préserve Z celte inclusion est claire. Soit
a € fix(Z/nZ)*. 1l existe P € Z[X] tel que « = P(w). Comme ®,, est unitaire on a part la division
euclidienne dans Z, P = Q®, + R avec deg(R) < deg(®,) ou R = 0. On note R = Zf:(g)fl a; X* avec
a; € Z. On a alors o = P(w) = R(w) car ®,(w) = 0. Le systéme d’équation Vk € P, (p(a) = a s’ecrit
alors :

@ Gi(a) S aw
a Cknp(n) (a) f:(g)il aiwikw(")
1 w . w‘P(n)*l
1 w2 . w2(‘p(n)*1) aop
- =Va
i wk‘;’(”) .. wkso(n)(;o(n)_l) a@(n)*l

V € Gly(n)(C) car elle est de Vandermonde les coefficients (w*)pep, sont tous distincts. Soit e =T (1,...,1)
et ey =1 (1,0, ...,0) On peut ecrire les systéme ci dessus ae = Va et on a Ve, =e. Dot

Va=ae=aVe =V(aey)

puis comme V' est inversible il vient finalement a = ae; d’ou o = ag € Z
Soit F C CY I’ensemble des fonctions centrales de G sur C. On a alors (Z/nZ)* ~ F par lapplication
o . (Z/nZ)* — S(F)
k = (f—=(g— f(g"))

qui est la composée des actions
(Z/nZ) —  6(G)
ko = (g4

(qui est bien définie car si k = k'[n] alors g = g¥' ) et de

6(G) — S(F)
o = (f—= foo)



qui est clairement une action.
Si g et h sont conjugué alors g* et h* sont aussi conjugués donc k - f € F
Soit x un caractére de G, alors Vg € G, k € (Z/nZ)*, x(g*) = Cu(x(9)). En effet x(g9) = Do resp(p) A OU
@ est une représentation de G. Soit A € sp(p(g)), x un vecteur propre non nul associé 4 . Comme g" = eq
on a
z=1Ir=9(g")r=p(g)"c ="z

Donc A" =1, A est une racine n iéme de l'unité donc il existe ky € {0,...,n — 1} tel que A = Wk, Ainsi

X(@) = Y A= > (W =Gx(9)

Ae€sp(p) AEsp(p)

Et on a de plus que x(g) € Z|w]
X tnvariant par (Z/nZ)* <= Vg € G, x(g) € Fiz(Z/nZ)*
<= VYgeGxlg) €Z

Si pour tout k premier a n, pour tout g € G, g et g* sont conjugués, alors comme x est centrale
x(9) = x(g*) c’est a dire k- x = x donc Imy C 7Z



