Lemme. Soit f € LP(T) alors
®; : [0,2n] — LP(T)
a - Tof

est uniformément continue.

Démonstration. Si f € C(T), Comme T est compact, f est uniformément continue. Soit € > 0, il existe
0 > 0 tel que pour tout x,y € T,

dr(z,y) <6 = |f(z) = fly)l <e
Ou d(x,y)r = |z — y| [27]. Ainsi si dr(a,b) <6

™ 1/p
lat = nofll = (5 [ e -0 - s-0)F) <

—T

Si f € LP(T) pas forcément continue. Soit e > 0Par densité de C(T) il existe g € C(T) tel que ||f—g|l, < /4.
On vient de voir que ®, était uniformément continue donc il existe § > 0 tel que

dr(a,b) <6 = [|®g(a) — Py(b)]], < /2
Alors par concavité de x — x'/?

1@ (a) = s(0)llp < 2/[f — gllp + [[Rg(a) — Bg(B)llp < &

théoréme. On pose Ky = ZnN:o D, le noyau de Féjer ot D, est le noyau de Fourier. on(f) = f* Ky

— Si f e C(Talors|lon(f)|leo < ||f]loo et on(f) converge uniformément vers f.
— Si f € /() alors lox (Dlly < |1/l et im ox (/)= f dans L7

Démonstration. Soit f € C(T), comme [* Ky (t)dt =1 On a

lon (Do = IIf * Knlloo < | floo

On définit le module de continuité de f par

w(n) = sup{[f(u) = f(V)] | [u—v] <n}

Soit § > 0
@)= ox(D)@)] = |0) - 5 [ slo = R (0ar
<o [ 1@ = fte - Ol
<w(8) +2[[fllc sup Kn(t)
s<tl<m
or sup Kn(t) < W(&/z) donc
<<
_ [1£1lo0

En passant a la limsup (on ne sait pas si la limite existe mais la limsup est toujours définie, eventuellement
o0 ) 1l vient pour tout § > 0
timsup||f — o(f)l|e < w(6) < inf (o)
>

N—o00



Or comme f est unifromément continue car continue sur T qui est compact, w est continue en 0 et w(0) = 0.
Ainsi gngw(é) =0 et donc
>

0 =limsup||f —on(fllc = lim_[If = on(F)ll
N—o0 —00
Si f € LP(T), Soit x € T. Par linégalité de Holder appliqué a la mesure de probabilité %dt

ox (NP < o | i - P Ky (e

T2 ),

et par Fubibni-Tonelli
1 us
lon (DI < Nfllb5, [ Ex®dt =1l

De méme

1= on < o= [ Kn(tg(t)dt = ox(9)(0)

ot g :t— ||f — 7 fl|h est continue. Ainsi par ce qui précede |lon(f) — fI| = g(0) =0



