théoréme. Vk € N, ((2k) = (—1)F! (22(2), ot les (by,) sont les nombres de Bernouills que 'on définira

R — C f : C\2inZ — C
zZT et z

x — exp (ﬂ) z -

p, est 2w périodique et continue par morceauzr sur R. Calculons ses coefficients de fourier.

Démonstration. Soit z € C\ 2inZ, =

1 T —inx
cn(psz) = P p-(T)e dz
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z — 2inm

Comme @, est C' par morceauz sur R, le théoréme de Dirichlet assure que sa série de Fourier converge
simplement sur R vers z — % donc Vr € R,

@z (z+) ; P2 (z—) — (/2 — 77 Z (Z—i);j;j:
nez
Enz=mona “OZ(WJF);%(TH) = EZ/%F;_Z/Q d’ot
2/2 | =22
: +26 = (=) gz z— 12in7r
n
e/? 4 e=%/2 _ (62/2 B efz/Q) Z z + 2inm
2 = 22 + 4n2n?
Sk G <
2(e#/2 —e=2/2) 2 = 22 + 4n?m?
Le membre de gauche donne
e*/? 4 e=2/2 e +1 1 1

2e*/2—e#/2)  2er—1) 2 R

D’ou lexpression pour f :
z

z z
= —1-Z40y 2
1) er —1 2 + T%; 22 4+ 4n2n2

Trouvons un DSL de cette somme. Soit n > 1, si|z| < 2,

2 2 1 0 2%k
i S - Z - Z(,l)kflzi
22 HdAn?n? An?n? ] 4 2 7127r2 2n71' (2nm)2k — (2nm)2k

On veut utilisier Fubini, on rappel que l'on a supposé |z| < 2w

ZZ |Z\2 Z |2[? (1)
(2nm)? dn272 — |z|?

n>1k>1 n>1
(4m)*
2
<X TEe e (2)
n>1
1
<D 3)
n>1



qui converge par critére de Riemann.On observe de plus que f est prolongeable par continuité en 0 en posant
f(0) =1 on obtient ainsi pour tout |z| < 2w

2k

f()—l—*+2n§>:1kz>:1 W
2k
—1—*+QZZ W
k>1n>1

+22 2k ank

k>1

Uégalitée est aussi bien vérifice en z =0, on a bien trouvé le DSE de f autour de 0 dans un rayon de 27
On définit les nombres de Bernouilli by, par f(z) = Y %z". Par unicité du DSE

neN
bog . (—1)k_1 1
- 2k 2k
(2k)! (2m) o
Z 1 (—1)F1 (27)2F boy,
n2k 2(2k)!

neN

Précison un peu la nature des by,

On a trouvé dans la formule précédente by = 1, by = —%, ban4+1 = 0.

Comme sur le disque de convergence les séries entiéres convergent normalement, il vient par le produit
de Cauchy pour |z| < 2w

fEeE - =2= 3 X
nEN

n—1

by 2™
=2 e

neN k=0

by

Par unicité du DSE de la fonction idc on a pour tout n > 2, Zk 0 Wk = 0. En multipliant par n! il

vient Zk:o (k)bk =0 d’ou la relation de récurrence

1 2/ 12 /n
e E L
(nfl) k=0 k nkzzo k
1

Par une récurrence immédiate, Vn € N, b, € Q. On peut calculer par exemple by = é et by = —=5




