théoreme. s — ((s) est bien définie et continue sur D = {s € C| Re(s) > 1}

Démonstration. pour tout n € N*, s — ni est continue sur C. Soit K C D un compact. On note
a = infRe(s) > 1. On a alors pour tout s € K en notant s = a+1ib, [n®| = [n®+t®| = [n2e®()| = po > ne,
seK
On a donc pour N € N*
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Comme a > 1 la série de droite converge donc Zn L 5 converge normalement sur K. Ainsi Y
converge uniformément sur tout compact de D donc s — ((s) est bien définie et continue sur D

nlng

théoréme. Soit p; le k-éme nombre premier. alors pour tout s € D

= 1
¢(s) = —
(s) gl_pk

Démonstration. On consideére l’espace mesumble (N*,P(N*)) que l’on muni de la mesure de probabilité s
définit par : pour tout n € N, us({n}) =
Pour p e N* On a

s)n‘ .

n=1

= p({pn})

On note pour i € N, A; = p;N* = {n € N*| p;|n} et B; = ﬂ2=1 AL On a Ny A5 = {1}. Par le théoréme
de continuité decroisante, lim ps(By) = pus(Noro Bn) = ns({1}) = ((15)
n—0o0

Comme les p; sont premiers et donc premiers entre eux, on a pour tout I C N fini

(4 =(pN" = ([]p)N

il il il
En effet si clairement ([ [;c; pi)N* C ey piN*. D’autre part soit n € (\;c; piN* On numérote les éléments
de I ={i1,...,im}, alors n = kip;,, pi,|n = k1p;, comme p;,,p;, premiers entre eux, p;,|k1 donc k1 = kap,,
n = kaps, pi,. Supposons par reccurence qu’on a déja établit que n = kjpi,...pi,. Pi;.. |0 = kjpi,...pi;, comme
Piyy s Dijyy deux a deus premiers entre euz, pg, , |kj donc kj = kjy1pi,,,, n = kjqapi,-..pi;,, - On a ainsi par
recurrence sur 1 < j < m que n = kp;,...pi,, € ([L;ic;pi)N* d'ot ;c; piN* C ([[;c; pi)N* et donc I’égalité
des ensembles. Ainsi pour tout I C N fini,
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Les (4;)ier sont indépendants, donc les (A$);er aussi. On en conclu pour N € N

N N N N
[T =) =TT - ms(A0) = T T(us(A9) = ([ 49)
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En faisant tendre N wvers linfini il vient :
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théoréme. la somme .~ - diverge
- n

Démonstration. Voyons que {(s) ~ qi
s—1t °

1 < " 1d < L
- Zds < —
(n+1%) = J, t° —n

7 Par décroissance de x — % on a pour tout n € N, et s > 1,

pr le théoréme d’encadrement, (s — 1)((s) - 1 C(s) ~ L

Pn n—oo Pn

Al -2 (03 )

qui est de méme nature que 22[:1 pi donc admet une limite . Par continuité de l’exponentielle,

-1
onaln((11> > ~ L d’ou pour N € N*

—1
[Len- (1 - p—i) = el < oo et donc ((s) est majoré. ce qui est absurde car ((s) it — donc la somme

diverge.



