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Soit n € N*. Soit A = (ai ;)i jef1;n] € Mn(C). On pose, pour i € [1;n], R = Z\am‘

j=1
J#i
Lemme 1. Lemme d’HADAMARD. J
Si A est & diagonale strictement dominante, i.e. pour tout ¢ € [1;n], |as:| > Ri, alors A € GL,, (C). ]
T1
PREUVE : Raisonnons par contraposée : supposons que A ¢ GL,(C). Il existe X = € C" non nul tel que
Tn
AX =0.
n
Soit 7 € [1;n]. On a donc Zai,jxj = 0. Mais alors :
j=1
n
lasizs] = > i
j=1
j#i
n
< Y laigal
j=1
J#i
< Riflzfloo-
On choisit ig € [1;n] tel que zi, = ||z||oo. Alors, |aig,iolllZ|leo < Rigll%]loo-
Comme x # 0, |aig,i| < Rig-
On a montré qu’il existe ig € [1;n] tel que |ai,,i,| < Rio, ce qui achéve la preuve. O

Lemme 2. Disques de GERSHGORIN. ]
J

On a:

Sp(4) € | J{z € C | |z — aii| < Ri}.

=1

PREUVE : Soit A € Sp(A). On sait alors que A — A, n’est pas inversible.
D’apres le lemme précédent, il existe donc ig € [1;n] tel que |aiy,i0 — A| < Ry, c'est-a-dire :

A€ {ZG(C | |z—ai0,i0| <RZO}

Théoréme 3. }

Si A € My (R) et est a diagonale strictement dominante, alors :

det(A) > [[(laiil — Ri).

d=il
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PREUVE : Raisonnons par étapes.

* ETAPE 1 : On suppose A € M,,(C). Montrons que si, pour tout i € [1;n], |a::| > R, alors :

|det(A)| = [ [llaiil — Ril.
i=1

Soit A’ la matrice obtenue & partie de A en multipliant, pour tout i € [1;n], la i-itme ligne par

dénominateur est bien non nul, car pour tout i € [1;n], |a::| > R;.
Ainsi :
n

det(A) = det(A")] [(lai| — Ri).

i=1
On écrit A’ = (agyj)we[[lm]. Pour tout ¢ € [1;n], on a :
|ai | — ilaé,jl = laid i
= llaiil = Ri| il — Ril
J#i
o ‘ai,i| —R;
 lai] — R
_ aii = R
N |ai,i —R;

= 1,

puisqu’on a supposé que |a; ;| > R;.

n
On applique le lemme précédent & la matrice A’, on notant R = Z|a§,j| pour tout i € [1;n] : pour tout A € Sp(4’), il

j=1
J#i

n
existe i € [1;n] tel que |ai; — Al = |A — aj,| < Z|a27j|. 11 vient, par inégalité triangulaire :

j=1
i#]
n
labal = AL < D lad 1,
j=1
i#]
et donc :
n
A= laiil > =D _lai,l,
j=1
i#]
ce qui amene a :
n
A= latal = lai =1,
=1
i#]

d’apres le travail précédent. Toute valeur propre de A" est donc de module plus grand que 1. Or :

det(A)y= [ A",

AESP(A’)

laii| — Ri’

Le

ott my(A”) est la multiplicité de A en tant que racine du polynéme caractéristique de A’. Donc |det(A")| > 1, ce qui

donne le résultat de PETAPE 1 d’apres (1).

* ETAPE 2 : Concluons. On suppose que A € M, (R) et que, pour tout i € [1;n], |as,:| > R;. D’apres I'ETAPE 1 :

|det(A)] > [ [llaii| — Ril.
=1

Soit C =4 M € M,(R) | Vi€ [I;n] m: > Z|m”| . Montrons que C est convexe.
j=1
J#i

Soient M, N € C et t €]0;1[. On a, pour tout ¢ € [1;n] :

D tmag+ (1=t <> (Hmag] 4 (1= )nag))
i=1 i=1
i i
< Y migl+ 1= Ty
=1 j=1
i i

< tm;;+ (1 — t)m,i.
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D’ou le fait que C est convexe. Il est ainsi connexe.

Or, det : C — R est continue (car polynomiale en les coefficients de la matrice), et d’apres le lemme d’HADAMARD, det
ne s’annule pas sur C.

Son image est donc un connexe de R, i.e. un intervalle I de R, ne contenant pas 0. Autrement dit, I C R} ou I C R*.
Comme I, € C, et que det(I,) =1 > 0, on en déduit que I C R’}, donc pour tout M € C, det(M) > 0.

Enfin, par hypothese, A € C. Donc det(A) > 0.

Cela acheéve la preuve. O

l Remarques 4. Localisation de valeurs propres. ]
J

- Le résultat démontré dans le deuxieme lemme peut étre appliqué & une matrice compagnon d’un polynome
pour avoir des informations sur la localisation de ses racines.

Cela peut étre treés intéressant dans la mesure ou le calcul des valeurs propres (i.e. des racines d’un polynéme)
peut parfois étre tres difficile numériquement.

- Les disques de GERSHGORIN sont les disques décrits dans la réunion du lemme 2.
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