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Soient n € N* et ¢ = p™, avec p premier et m € N*. Soit E un Fg-espace vectoriel de dimension n. On note D, (F,)
I’ensemble des matrices diagonalisables sur F,.
L’objectif de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

f_[ Théoréme 1. Cardinal des matrices diagonalisables dans F,. ]
J

Ona:
GL, (F
Du(E)| = ASInEl
(m1,...,mq) € N? _1:[1|GLmi (Fq)|
mi+-+mg=n =
PREUVE : Procédons par étapes. Notons Aq, ..., A; les éléments de Fy.

* ETAPE 1 : Montrons que D, (F,) = {M € M, (F,) | M? = M}.
Si M € M, (F,) tel que M? = M, alors X? — X est un polynoéme annulateur de M, scindé & racines simples, puisque :

X1 —X:ﬁ(X—Ai).

i=1

Donc M € Dy (F,).
Réciproquement, si M € D, (F,), alors il existe P € Fy[X] tel que P(M) = 0 avec P scindé a racines simples. Ses racines
q
étant dans Fy, on a P|H(X — i) =X7?— X, ce qui prouve que M7 = M.
i1

D’ou I’égalité.

q
* ETAPE 2 : Soit A € D,,(F,). Montrons que E = @Ker(A —Xiln).

i=1
a
Par PETAPE 1, X? — X est annulateur de A4, avec X7 — X = H(X — Ai). Les polynémes (X — Ai);cq1;4] sont premiers

i=1
entre eux deux a deux. D’apres le lemme des noyaux, il vient :

q
E = (PKer(A — \iI,).
i=1
. q
* ETAPE 3 : Montrons que D, (Fy) est en bijection avec F := {(El, ..., Eq) sous-espaces vectoriels de F | E = @El}
i=1
Soit ¢ : D, (F,) — F définie par :
VM € Dn(Fy) (M) = (Ker(M — \iln))icqial-

L’ETAPE 2 assure que ¢ est bien définie.
— ¢ est injective : En effet, si (M, N) € D,(F,)* tel que (M) = ¢(N), alors pour tout i € [1;4], on a :

Ker(M — M\ I,) = Ker(N — M\ 1,).

Soit (e1,...,er) une base de vecteurs propres de M (existe bien car M est diagonalisable). Pour ¢ € [1;7], il existe
Ai € Fy tel que e; € Ker(M — A1), et donc :
Mei = )\iei = Nei.
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Ainsi, M = N.
— ¢ est surjective : Soit Ey = (E1,...,Es) € F. Soit u € L(FE) endomorphisme défini par :

Vi€ [1;q] wg, : x— Az

Notons M sa matrice dans une base adaptée a la décomposition Fy de E. On a bien que M est diagonalisable avec
$(M) = Ep.

D’ou le résultat.

* ETAPE 4 : Calculons |F|. Pour cela, faisons agir GL,(F,) sur F par :

V(M,(Ei,...,Ey) € GLy(Fy) x F M- (Ex,...,Ey) = (M(E),. .., M(E,)).

Si M € GL,(F,;), 'action est bien définie. Soit Ey = (En,...,E,) € F.

— Etude de Vorbite de Eo, Og, : On a Opy = {(F1,...,F,) € F| Vi€ [1;q] dim(E;) = dim(F;)}.

En effet, I'inclusion directe est claire.

Réciproquement, si Fy := (F1,...,Fy) € F tel que pour i € [1;¢], dim(E;) = dim(F;), alors soit B = (B1,...,B,) une
base adaptée & la décomposition Ey de FE, ainsi qu’une autre base B’ = (Bi,. .. ,B;) adaptée a la décomposition Fp de
E.

Soit u € L(E) 'endomorphisme défini par :

Vi€ [1;q] w(B:) = B;.
Autrement dit, la matrice M de v dans la base B est la matrice de passage de la base B a la base B'.
On a donc M € GL,(Fy), et (M(E1),...,M(E;)) € Og,.
D’otu Iégalité de Porbite.
— Etude du stabilisateur de Ey := (E1,...,FEq) € F : Si M € GL,(Fy), on a :

M,y (0)
(0) M,
Donc :
Stab(Eo) = {M € GLa(F,) | Vi€ [Liq] M(E)=E;}
= {M e GL.(F,) | Vie[l;q] M; € GLaimes,)(Fq)}
q
~ HGLdim(Ei)(Fq)-
=1

x ETAPE 5 : Concluons.
Notons 2 I’ensemble des représentants des orbites. D’apres 'ETAPE 4, cet ensemble est en bijection avec :

{(ml,...,mq) e N7 | Zmi—n}.

i=1
L’équation aux classes et les résultats précédents fournissent enfin :
Dn(Fg)l = |F|

= Z |OE0‘

EgeQ
= 3 Gl
o EQ|Stab

|GLn (Fq)|

)

(ma,...,mq) € N7 H|GLml( a)l
mi+---+mg=n

q
puisque, si Ey € Q, Zdim(Ei) =n.
i=1
Cela acheve la preuve. O
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