Définition. Soit E un ensemble dénombrable. Soit i1 et v deux mesures de proba sur (E, P(E)). La distance
de variation totale entre p et v est ||[p—v|| =32 cplu(y) — v(y)|

Proposition. ||u— v|| = 2supacp|u(A) — v(A)]

Démonstration. Soit A C (E). On a alors

D luy) = v()] = 1u(A) = v(A)] + [u(A) = v(4%)]

yeE
2 [u(A) = v(A)[ + 1 = p(A) = (1 - v(A4))]
2 2[u(A) —v(A)]
> 2supaceln(A) — v(A)|

Soit A={y € E| u(y) > v(y)}. Alors

> luly) — v(y)l = u(A) = v(A) + v(A9) - p(A°)

yeE
=2(pu(A4) —v(4))
= 2|u(A4) —v(A)|
D’ou
> luly) — v(y)| = 2supacelu(A) — v(A)]
yerE

théoreme. Soient (X, m)nen+ 1<m<n des V.A. indépendentes a valeurs dans {0,1} de lois pin m. On note
Prm =P(Xnm) =1 (Xnm ~ B(n,m)). On suppose D" _| Dnom njoc A € RY et mazi<m<nDn,m n—> 0.

—00

Notons S,, = Zzzl Xn,m. Alors S, converge vers une loi de poisson de paramétre . De plus en notant

W la loi de S, et vy, la loi de poisson de pramétre Z:;zl Dn,m ON @

n
i — vl <23 P2

m=1

Lemme. Soient p1, po, vi, Vo des mesures de probas sur N. notons py X ps, v1 X Vo leur mesure produit.
Alos

1 x p2 —v1 X val[ < |y — val| + (|2 — vel|

Démonstration.
i X o = x vl = Y | (@)a(y) — va(a)ra(y)]

(z,y)EN2

= Z I (z)p2(y) — vi(x)ve(y) + v1(z)p2(y) — vi(@)p2(y)]
(z,y)EN?

< Y Im@ue(y) — @)+ D ri(@)ua(y) — vi(@)ra(y)l
() EN2 (@) eN?

< Y m@lm) —n@l+ D n(@)|ualy) - )l
(w,y)EN? (z,y)EN2

<D @) = @)+ ) p2y) - va(y)|
relE yelr

<|lpr = vl + [[p2 — val|

Lemme. ||u1 % po — vy * o] < ||u1 X p2 — v1 X va|



Démonstration. Avec le changement de variable z=x —y, y=1y

|1 % po — 1 * v = Z Zm(fﬂ —Yua(y) — Zyl(x —y)va(y)

zeN |yeN yeN
< > me = y)pey) — vz —yra(y)|
(w,y)EN?

< HMl X g — V1 X V2||
Lemme. Si ju~ B(p) et v ~ P(p) alors ||p — v|| < 2p?

Démonstration. comme exp st convexe, pour tout t E R onae ™ >1—x

[l = vl = |1(0) = v(0)] + (1) = v(1) + Y v(n)

=1—-p—eP|+|p—peP|+1—eP—pe?
=eP4+p—14+p—pe?P+1—eP—pe?
=2p(1 —e7P) < 2p?

théoréme. La convergence en variation totale est équiviente a la convergence en loi.

Démonstration. Si ||p, — u|| = 0 alors Vk € E, |un(k) — p(k)| — 0 donc p,, — p en loi.

Si p, — poen loi. Soit € > 0, u(E) = >, cpu(k) = 1 donc il existe une partie finie A C E tel que
u(A) > 1—e. Soit N € N tel que pour toutn > N, k € A, |un(k)—p(k)| < cararay €t donc |un(A)—p(A) <e
Vn >N

ptn = pl] <7 (k) = (k) + D pn(k) + Y pu(k)

keA ke AC ke AC
< i B) = p) 1= (k) + > pulk)
k€A keA ke AC
< (R) = p(B) A1 =Y (k) + Y ulk) = Y ulk) + Y ulk)
keA keA keA keA ke AC
<23 |pn(k) — p(k)| + 2p(A)
keA
< 4e

donc ||pn — p|[ — 0

Démonstration. Notons v, ,, la loi de poisson de paramétre p, ., et v la loi de poisson de paramétre .
Comme les X,, ;, sont indépendant on a [, = fin 1 * ... * [t n, par définition de S,,.

Si Y1 ~PPn1)s s Yo ~ Ppnn) alors Y1+ ...+ Y, ~ PO _ Poym) Donc vy, = vy 1 % ok vy

Par les lemmes et une récurrence immédiate,

n n
||t — vn|| < Z |ttnm = Vaml] <2 Zpi,m
m=1 m=1

Donc n n
SupACN“/Jn(A) - l/n(A)| S Z Piym S maxi<m<npPn,m Z Pn,m njoo 0
m=1 m=1

Donc pour tout k € N, |, (k) — v (k)| = 0 or pour tout k € N on a |v, (k) —v(k)| — 0 donc pour tout k € N,
|pn (k) —v(k)| — 0. S, converge bien en loi vers une loi de poisson de paramétre A



