3.4 Accélération de la convergence des méthodes itératives via la méthode de Tche-
bychev (162, 206, 226) [6]

Si on veut résoudre un syséme linéaire du type Az = b dans R¢ par une méthode itérative avec A = M — N,
une relation de récurrence du type :
Tp41 = Brg +c

intervient, ot B = M~'N et ¢ = M~'b. Le but de la méthode d’accélération de la convergence est, & chaque
itération, de construire un vecteur y;, censé étre une "meilleure approximation" de T := A~!b que 1. On va essayer

de chercher y; sous la forme :
k

Yk = Z aﬁk)xi,

=0

(k)

avec (a- € R* a déterminer. Etant donné que, dans une méthode itérative, lorsque x, = Z, ’algorithme

K3

)ogigk
est fait pour que zp1 = xx = T, on va imposer cette méme condition : si yo = o = T, alors on veut avoir :

VkeN, y,=7.

On doit donc avoir :

k k
T =Y = Z al(-k)xi = (Z agk)> T.
' i=0

=0
D’ou :
k
agk) =1
=0
En notant alors le vecteur d’erreur :
€k =Yk — T,
on a, étant donné que x, — 7 = B¥(z¢ — 7) :
k k k
e = Zagk)xi —T= Z al(.k) (z; — ) = <Z agk)BZ> go!
i=0 i=0 i=0
Notons alors : i
Pe=Y aMx
i=0

de sorte que :
VEeN, ¢ :Pk(B)EO

On voudrait donc trouver le polynéome P de sorte que :

ie. P(1) =1 et tel que p(Py(B)) soit minimal (afin d’améliorer le plus possible la convergence!)

On va se placer dans le cas ot B n’a que des racines réelles et ou la méthode itérative converge, i.e. p(B) < 1,
mais askip le procédé peut se généraliser dans le cas ou B peut avoir des racines complexes. Dans ce cadre, en
notant —1 < A\; < ... < Ay < 1 les valeurs propres de B, on a :

p(Px(B)) = Jnax, | Pr(Ai)|-
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Probléme! On ne connait pas les valeurs propres en général... Pas d’inquiétude! On va contourner le probléme en

imposant que P, doive minimiser la quantité :

P t) = P [ee] ’
teﬁ?ﬁd]l % (1) = 1| Prll oo, r1,Aa]

c’est-a-dire que Py doit étre solution du probléme d’optimisation suivant :
1Pklloo . xa) = 2000 [[Qlloc,(x1 2a1-

oll on a noté :

K= {P e Ry[X] | P(1) =1}

On a alors que Py s’écrit en fonction des polynémes de Tchebychev !

Proposition 3.19.

1. Le n-iéme Polynome de Tchebychev T}, 1) atteint ses extrema en les points :

T}, = cos <%T) , 1€]0,n]

et on a :
Vi€ [0,n], Tn(zi) = (=1)"

K2

2. En notant, pour a < b réels et « ¢ [a, b], le polynome :
T (b+l¢)z_—a2X)

Py g = ————%
T, (b+ba_—aQa)

)

on a:
Py o 0,[a,b] = i 00,[a,b]s
1Ps.alloc fat) = i [|Qlloc,(an
avec :
Kyo ={P € Rg[X] | P(a) =1}.
Démonstration. 1. On sait que pour = € [—1,1], on a :

T, (x) = cos(n arccos(z)).

En particulier, on a :
Vr € [*13 l]a |Tn(£€)| <1

Ainsi :
T/ (z) = nsir.l(n arccos(w))-
sin(arccos(z))
D’ou :
, o .
T, (x) =0 <= x = cos ). i€ [0,n],
et on a:

Ce sont donc des extrema.
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2. Quitte a effectuer le changement de variable affine :

b —-2X
po2te-2t
b—a
on peut se ramener au cas a = —1, b =1 et donc |a| > 1. Dans ce cas, on a :

_ T (X)
Ti(a)

Pk,a

On a bien que Py, est bien défini car T} a toutes ses racines dans [—1, 1] (ce sont les cos (ﬂ@;k_l))). Ainsi,
Ppo € Ko et

1Prlloo o1 = \

Tk(a) '
Supposons par ’absurde qu'il existe Q € Ky, tel que :
1
ol < | =——1.
Q-1 < |77
Posons :
R=PFP,o—Q.

R est donc de degré au plus k et, par définition de Ky, , s’annule en «. De plus, on a :
Ti(a)R(x}) = Ti(2) — Tu(a)Q(2) = (-1)' = Ti()Q(a).

Or :
Ti(a)Q(}) € (—1,1)

') est du méme signe que (—1)* pour tout i € [0,k] et donc, par le TVI, R

admet k racines distinctes, et en comptant « ¢a fait k+ 1. Or, R est de degré k. Donc R = 0! ABSURDE!
O

par hypothése. Donc T (o) R(z

On a donc un candidat pour notre Py :
Aat+A—2X
Tk ( d)\d,l)\l )

Ad+A1—2 ’
T (242552)

P, =

cependant, on ne connait pas a priori Aq et A;. Cependant, on sait que :

(A1, Adl € [=p(B), p(B)] € (=1, 1).

7 (5i5)

7 ()

On prendra donc plutét :

A‘k

Pk = )
de sorte que :

1Pellos,[-p(B),0(B)] = Join 1Qllso,(~p(B),0(B))-

Or, étant donné que les polynémes de Tchebychev vérifient une relation de récurrence d’ordre 2, on va pouvoir

trouver une relation reliant yx11 & yx et yx—1.
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Théoréme 3.20 (Accélération de Tchebychev). Si B € 4%, (C), alors la méthode d’accélération de Tcheby-

chev est définie par la relation de récurrence :

Yo = =o€ Rda
y1 = x1 = Bxg+ec,
Yet1 = wrt1 (Byk +c¢—yr—1) +yr-1, k=1,
avec :
w; = 1,
2
W = )
2 — p(élB)2
= — k> 2.
Wk+1 4 — p(B)ka ) =

et on a ’estimation d’erreur suivante :

VEEN, ekl <

— el
T () |

Démonstration. Au vu de la relation de récurrence reliant les polynomes de Tchebychev :

TO = 17
T, = X,
Toio = 2XTpi1—Tn, VneN
on a :
Py=1
=X
et

VkeN*, Tip <p(lB)> Piy1 = %Tk <p(13)> Py — Thn <p(13)> Pp_1.

En utilisant que

EL = Pk(B)Em

on obtient :

Y1 —T=¢e1=DBeo=DB(yo—7)=Byo—T +c
i.e.

y1 =z = Bxg+c
e 1 2 1 1
Thy1 () Ehtl = — =Lk <> Bep, — T () €k-1,
p(B) p(B) "\ p(B) p(B)

i.e.

Yt1 — T =
P(B) T+ m)

Avec I'égalité :
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on obtient :

) (Byk +¢—yk—1) + Yp—1 — T

et donc, en définitive :

Vk € N*,  yrp1 = wip1(Byg + ¢ = Yr—1) + Yr—1,

avec
w1 = 1
et :
2T, (p(l )
VkeN*, wpyr = -
p(B) T4 (m>
i.e.
2 1 2
Wo = =
P(B) p(B) (7[)(;)2 _ 1) 2-p(B)?
et
2T}, (#>
(B) 1 1 4
vk > 2 Wg+1 = L = = 5 = s
’ 2 (1) 1 B) Te1 (5 _ p(B)? 4 — p(B)2wy,
P(B) <p<B>T’f <p(3>> Then (P(B))) 1= @‘néi@fﬂ) P ()

d’ont la formule de récurrence énoncée! En définitive, étant donné que :

e = Pi(B)eo,
avec : ( )
Ty _B
(B)
7 (51)
on obtient :

llerllz < [[Px(B)ll2lleoll2 = p(Pr(B))lleoll2 < [1Pllos,i-p(B).0mll€0ll2 = ‘

Cela conclut donc la preuve!
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