3.3 Quelques résultats sur les permutations aléatoires suivant la loi uniforme sur G,
(105, 190, 262, 264) [17], [19], [30]

Définition 3.13 (Factorielles croissante et décroissante). Soit € R. On définit la n-iéme factorielle décrois-
sante et la n-iéme factorielle croissante de x, notées respectivement ™ et =™ par les formules de récurrence

suivantes :

20=20 = 1,

ntl (x —n)zZ, VneN,
= (z+n)2", VneN.

X
anrl

On peut alors définir les nombres de Stirling de premére espéce :

Définition 3.14 (Nombres de Stirling de premiére espéce). Soient € R, n € N, k € [0,n]. Le nombre 2

est un polynéme en z et on note s(n, k) les nombres entiers tels que :

n

= Z s(n, k)z*.

k=0

Théoréme 3.15 (Loi et espérance du nombre de cycles a supports disjoints d’une permutation tirée unifor-
mément dans &,,). Soit 3, une variable aléatoire suivant la loi % (&,,), et notons C), la variable aléatoire

comptant le nombre de cycles & supports disjoints apparaissant dans la décomposition de ¥,,. Alors, on a :

tﬁ

vt € R) GCn (t) - ﬁ)

plus précisément :
Vk e [1,n], P(C,=k)=——=

et :

T =

n
E(Ca) =
k=1
De plus (& mettre pour la legon 262) on a le théoréme limite central suivant :

Cp,—In(n) <«

A(0,1).

n
Démonstration. Etape 1 : Z |s(n, k)|z" = 2™ :
k=0
En développant I’écriture de 2 et 2™, on obtient :

=xxz—-1)...(xr—n+1), 2"=z(@+1)...(x+n-1).

Ainsi :

Ainsi, on obtient :
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Or, en notant 3(n, k) les entiers tels que :

" = Z 5(n, k)z"
k=0

on a :
Vk e [0,n], §(n,k)>0

par somme et produits d’entiers positifs. On a donc :
Vk e [0,n], (=1)""*s(n,k) >0

et donc :

= Z |s(n, k)|z"

k=0

Etape 2 : Une relation de récurrence sur les |s(n, k)| :

On va utiliser la relation de récurrence sur la factorielle croissante afin de déduire une relation de récurrence sur les
|s(n, k)] :

n+1 n n
D lsn+ Lk =2" = (2 4+n) ) [s(n = (Is(n,k = 1)] + n|s(n,k)|) 2* + [s(n, n)[x"F".
k=0 k=0 k=1

On en déduit donc :

ls(n,0)] = 0
Vn € N*, [s(n,n)] = 1
ls(n+1,k)] = |[s(n,k—1)|+n|s(n, k)|, Vke][l,n].

Etape 3 : Le nombre de permutations de &,, s’écrivant comme produit de k cycles a supports

disjoints vérifie la méme relation de récurrence :

Disclaimer : Attention! Ici, I'identité sera considérée comme étant un produit de n cycles a supports disjoints! (on

considére les 1-cycles comme étant des cycles a part entiére).

Notons &,, i, I’ensemble des permutations de &,, s’écrivant comme produits de k cycles a supports disjoints et
C(n, k) son cardinal. On a :
C(n,0) =0, et C(n,n) =1

car si n > 1, une permutation posseéde au moins 1 cycle dans sa décomposition et id[; ,,] est la seule permutation de
&, s’écrivant comme produit de n cycles a supports disjoints. Pour passer du cran n au cran n+ 1, il faut distinguer
les cas selon la présence de n + 1 dans un cycle de longueur plus grande que 1 ou non. On écrit alors &, ;, grace

a la partition suivante :
n+1

Gniik = | | Snsru(m)

m=1
ol on a noté :
Gnt1k(m)={c €8, |oc(n+1)=m}

Casm=n+1:Sio(n+1) = n+ 1, alors I'application de restriction & [1,n] devient une bijection entre
Grt1p(n+1) et S, p—1. En effet, si 0 € S,,41,5(n+ 1), alors sa restriction & [1,n] est une permutation et s’écrit
nécessairement comme un produit de & — 1 cycles & supports disjoints (puisque o posséde déja le cycle (n + 1)).

Réciproquement, une permutation de [1,n] s’écrivant comme un produit de & — 1 cycles a supports disjoints se voit
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naturellement comme un élément de &,,; s’écrivant comme produit de k cycles a supports disjoints. D’oit :

S+ 1) = Cln,k - 1).

Casm < n:Sio € &S,y1,(m), alors, il s’écrit :

0=C0Cy0...0C}

ouc= (n +1 m s ir> désigne le cycle de o dans sa décomposition contenant n+1. On a alors, en notant :

o = (n—i—l m)ocr,

que 0’ € Spi1k(n+1). Ainsi, ofp; ,; € Sy. Notons cette restriction f(o). On a alors défini une application :

f i Gprip(m) — G,

Montrons qu’en réalité, f(o) € &, et que f est injective. Premiérement, on observe que le cycle ¢ de o est
ir) dans la décomposition de ¢’. Plus concrétement, on a :

transformé en le cycle ¢/ = (m 13

o' =cocyo...c
et, étant donné que tous les entiers apparaissant dans le support de ¢’ sont entre 1 et n, f(o) s’écrit exactement :

flo)=Ccoco...cp.

Ainsi, f(o) posséde exactement k cycles dans sa décomposition. Donc :

f(O') S 6n,k~

Enfin, f est injective. En effet, si 0,7 € &,,11 x(m) sont tels que f(o) = f(7), alors en écrivant :

0:(n+1 m i3 iT)oc20...ock

et :
T=(n+1 m  Js js>0520...OCk

on a, d’aprés le calcul précédent :
ir) 0Cy0...0Ck

et :
f(T):(m Js js>oégo...oék.
Ainsi, ¢; = ¢ pour tout i € [2,k], s = r et j; = i; pour tout | € [3,7], donc & = 7. On a donc montré que f
effectuait une bijection entre &,,+1 1(m) et &, ; pour tout m € [1,n]. On a donc :
n+1 n
Cln+1,k) =Skl = D Snsrn(m)| = Cln,k—1) + > C(n,k) = C(n,k — 1) + nC(n, k).
m=1 m=1

On montre alors par récurrence sur n € N* que pour tout k € [0,n], C(n, k) = |s(n, k)|.

Etape 4 : Conclusion
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Si ¥ est une variable aléatoire suivant la loi % (S&,,), et si C,, désigne son nombre de cycles a supports disjoints
apparaissant dans sa décomposition, on a :
Cln,k) _ |s(n, k)|

P(Cn=F) = nl oal

On en déduit donc :

Or, pour tout t > 0, on a :

D’ou :

On conclut donc que :
n—1

E(C"):Zih

1=

ce qui termine la preuve!

Etape 5 : Le théoréme limite central pour les cycles (en bonus pour la legon 262)

On a pu déterminer la fonction génératrice de notre nombre de cycles C,,. On peut donc en déduire sa fonction

caractéristique ! En effet :
; Ltk —1
MR e, =Ge, () =TT (5 —),

Ainsi, pour tout n € N* on a :

n exp < it ) -1
: . t i In(n
G optnim (1) = e—lt,/ln(n)GCn — o—ity/In(n) H 1+ v/In(n)
Vi) In(n) paie k

it _ N it P : N : it _ :
Or, exp (m) 1 oo i Ainsi, il exsite un rang a partir duquel exp (m) 1 soit de module
strictement inférieur & %, de sorte qu’on puisse appliquer la branche principale du logarithme :

n exp( it ) -1

In(n

Gop-mm) (t) =exp [ —ity/In(n) + E log | 1+ k:( )
k=1

/1n(n)

Or, il existe une fonction h holomorphe sur le disque D (O, %) telle que h(z) A—()% % et :
z—r

1
VzeD (0, 5) , log(1+4 2) =z + 22h(2).
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Ainsi, on obtient expression suivante pour G c, i) (t) :
V/In(n)

On a alors le développement limité suivant :

it t? 1
Geop-mmy () = e —ity/In(n) + (In(n) + O(1 — +0( ) +o(1
C‘/r(r(b))() P (n) S(—d)l,ﬂ( In(n) 2In(n) In(n) ) (1)
DL de la série
harmonique

exp (—it\/ln(in)—i- ity/In(n) — g + 0(1))
= exp <_§ + o(l)) :
O

Ce développement serait un petit peu court si on s’arrétait 1la non? Alors vous reprendrez bien un petit résutat
pour la route!

Définition 3.16 (Nombres de Stirling de deuxiéme espéce). Pour n € N et k € [0, n], on définit les nombres

de Stirling de deuziéme espéce, notés S(n, k) comme les entiers vérifiant :

VeeR, "= ZS(n, k)zk.
k=0

n

Proposition 3.17. S(n, k) est le nombre de fagons de partitionner [1,n] en exactement k sous-ensembles.
En particulier, on a :

vneN, Y S(n,k)=B,
k=0

ou B,, désigne le n-iétme nombre de Bell, comptant le nombre de fagons de partitionner [1,n].

\ J

Démonstration. Déja, les nombres S(n, k) sont bien définis car la famille (1, X,..., X(X —1)...(X —n+1)) est

échelonnée en degré et posséde n + 1 éléments. Ainsi, elle forme une base de Q,[X]. Ensuite, on vérifie les faits

suivants :
S(n,0) = 0
S(0,0) = 1 et VneN¥, S(n,n) = 1
Sn+1,k) = Sn,k—-1)+kS(n, k), Vkel[l,n].

En effet, S(0,0) est bien égal 4 1 car 22 = 1 et pour n > 1, en identifiant les coefficients devant 2° et 2™ des deux
cOtés de I’égalité, on obtient :
S(n,0)=0 et S(n,n)=1.
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Enfin, en calculant 2"*! de deux facons différentes, on obtient :

n+1

ZSnJrlk iSnk:mvf.
k=0

Or,on a:

xrk = (x — k:)xk + kot = gkl 4 kak

Ainsi, on obtient :

n—+1 n+1 n
> S+ 1k)aE =" S(n k- 1)k + > kS(n, k)zt.
k=0 k=1 k=0

Ainsi, en identifiant les coefficients devant 2% pour k € [1,n], on obtient :
Vk e [1,n], Sh+1,k)=Snk—1)+kS(n,k).

Enfin, vérifions que le nombre P(n, k) de fagons de partitionner [1,n] en k sous-ensembles non-vides vérifie la méme
relation de récurrence que S(n, k) et les mémes conditions initiales. Notons &7, i, I’ensemble des partitions de [1, n]
en exactement k sous-ensembles non-vides. Pour P € &)1 1, on numérote les éléments p1,...,p; de P de sorte
que :

minp; < ... < minpy,

et on définit m(P) lentier tel que n+ 1 € p,,,(py. On va donc partitionner &2, 1 selon si n + 1 est le seul élément
(P) +1,

de pm(p)y ou pas. Définissons donc p'(P) = pp,(p) \ {n + 1} de sorte qu’on ait la partition :

<@n—i-l,k - n+1 k U ( |_| 971—&-1 k\m )
avec .
Dok =P € Pny1p | P (P)=0}

et :
Wnﬂ,k(m) = {P S @nﬂ,k | m(P) = m7p/(P) 7é @} .

Les applications :
*
’@n—&- 1,k — '@n’k* 1

P Api [i e [LE\{m(P)}}

et :
gzn,k

—
Po— Api i [LE\{m(P)}}u{p'(P)}

sont alors des bijections. On a donc :
Pn+1,k)=P(n,k— 1)+ kP(n, k),

et il est clair que P(n,0) =0 et P(n,n) =1, ce qui conclut. O
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Théoréme 3.18 (Moments du nombre de points fixes d’'une permuatition tirée uniformément dans &,,).
Si ¥ est une variable aléatoire suivant la loi % (&,,), alors, en notant F' la variable aléatoire comptant le

nombre de points fixes de X, alors on a :

VkeN, E(F") = zn:S(k,i).

=0

(avec, pour tout k > n, S(n, k) = 0). En particulier, on a :
Vk<n, E(F") =By

et donc, F' a les mémes n premiers moments que la loi de Poisson &?(1). En

Démonstration. Pour tout k € N, on a, par définition de F' :

E (F*) :% > [Fix(o)[*

‘e,

ou Fix(o) désigne l'ensemble des points fixes d’une permutation o. Si k = 0, on a E (Fk) =1let By =1 par
convention. Si k = 1, on reconnait un des deux membres de 1’égalité dans la formule de Burnside lorsqu’un groupe

G agit sur un ensemble X :

X 1

==Y [Fix(g)|.

‘G‘ |G‘Z|1x(g)l
geG

Ici, G = &, et X = [1,n]. L’action de &,, sur [1,n] étant transitive, le nombre d’orbites est 1. Ainsi :
1 .
E(F) = — Y [Fix(o)| =1.
€S,

On a également By = 1. La clef de ce résultat est donc la formule de Burnside. On va donc considérer 'action de
&, sur [1,n]" :
Vo € Gna v(ih e Zk) € IIla n]]ka g (7:17 e Zk) = (U(il)v sy U(Zk))

On l'appelle action diagonale. Si F ix® (o) désigne ’ensemble des points fixes de la permutation o pour cette action,

alors, on a :
Fix" (o) = Fix(o)*.
Ainsi : [0, ]
1 1,n
ky _ — -k _ )
E (F*) = py Z ’le (O’)‘ = ‘671 .
oES,
En notant &7, ; 'ensemble des partitions de [1, k] en exactement j sous-ensembles non-vides, considérons 'appli-
cation :
_ [1,n]"* !
o s, 0 U7
Jj=1
Spn - (i1, ik) = Py,

ott Py, . ;) désigne la partition de [1, k] donnée par la relation d’équivalence Z(;,, . ;) :

Vm,l € [[1,](5]], m%( )l = by = 1.

T15eeylk

c’est-a-dire que P, . ;) est la partition {Iy,..., I, } de [1, k] regroupant les indices de sorte que les valeurs de la
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liste en ces indices soient identiques. Plus concrétement :

Vs e [1,r], Ym,l € Iy, i =im,
Vs,t € [1,r],s £, Y(,m) € Iy X I iy # im.

Par exemple, si k =7 et n =5, alors Py 323151 = {{1,5,7},{2,4},{3},{6}} € P74

f est bien définie & la source car si (i1, ...,ix) € [1,n]* et o € &,, alors Ry ,....in) = R(o(ir),...,o(in)) et [ est bien
définie au but car, si k < n, alors il y a forcément moins de n éléments dans une partition P, . ;,) et si k > n, alors
dans toute liste (i1, ...,ix) € [1,n]¥, il y a au plus n éléments distincts, et donc au plus n éléments dans la partition
P, ,...i)- De plus, f est bijective par définition de la relation %;, . ;) et par le fait que &, agit transitivement

sur [1,n]. En effet, on a la caractérisation suivante de &,, - (i1,. .., i) :
G, - (il, - ,ik) = {(O‘(il), ey O'(Zk)) | (S Gn} = {(ml, . ,mk) S [[1, ’I’L]]k | P(ml,.“,mk) = P(il,“.,ik) } .
Si on reprend 'exemple précédent,

65 : (1737273a 1a57 1) = {(0(1)a0—(3)70—(2)70—(3),0(1)30(5)70(1)) | o€ 65}
{(a,b,e,b,a,d,a) | a,b,c,d € [1,5] distincts 2 4 2},

et on a bien que P p.cb,a,d,0) = £(1,2,3,2,1,5,1)-

Ainsi, on a :

’Hléz]]k' = En]g”k,jl = En:S(k:,j),

j=1 j=1

Veérifions pour finir que les moments de la loi de Poisson (1) sont égaux aux nombres de Bell.

+oo ik +oco k 1
-1 1 s
VkeN, e Zﬁ—e ZZS(kJ)ZlE'
i=0 i=0 j=0
Or, pour i < j, © = 0. Donc :
+00 Z.k k +oo Zl k +o00 1 k
Y g = D St =T Y S Y = > S(k.j) = By
i=0 §=0 i=j ' §=0 i=j A
Cela termine la preuve ! O
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