Agrégation - Legons

Théoréme de FEJER

ENONCE :

Théoréme :

1. Soit f € C(T). Alors ||on(f)|lc < ||f]loc pour N > 1 et
on(f) = f * Ky converge uniformément vers f.

2. Soit, f € LP(T), p € [1,+oo[. Alors |lox ()|l < ||fl], pour
tout N >1eton a:

i [low(f) = fll, =0

DEVELOPPEMENT :

LEMME : Pour p € [1,+oco[, f € L5.(R), 'application ®
définie par :

®;: R — L5 (R)

a — T.f

est uniformément continue.

Démonstration. » Casou f € Cor(R) : f étant uniformément
continue, il existe d > 0 tel que pour tous x,y € R :

(lz =yl <0) = (If(x) = f(y)| <€)

Ainsi, des que |a — b| < 9§ pour a,b € R, il vient que :

Inf = 7ufll = (5 [N =)= fo = p)Par) < e

e« Casou f € L5 (R) : Fixons ¢ > 0. On dispose par densité
de Cox(R) dans L5 (R) d’une fonction g € Cor(R) telle que
|f — gll, < {- De plus, 'uniforme continuité de ®, sur R nous
assure l'existence d’un 6 > 0 tel que pour tous a,b € R :

>
2

[P (D) — Ps(O)l]p < 2[[f — gllp + [|Pg(b) — Py(a)]l,
< 2e + |[®y(b) — Dy(a)l],
<e€

(ja— bl <) = (|12,() = 2,B)], <

d’ou le résultat.

Démonstration. (théoréme) :

1. Soit f € C(T). On a :
lon (Nlloe = I1f * Kxlloo < [l

Considérons le module de continuité de f définie par
w:RT — R* tel que

w(n) = sup{|f(u) = f(v)| | u,v € R, [u—v] <n}
Soient 6 > 0 et x € T, on a alors :

9 ™
< w(0) 4+ 2[[fll sup Kn(?)

|t|€[6,7]
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Or supyy <5, Kn(t) < NSle(g), d’ou :
21100
_ o < w(8) 4 e

Comme 6 > 0 est arbitraire, il vient, en passant a la limite
supérieure :

lim supl|f — on(f)]]o0 < 6inf w(9)
N—+o0 €ER*

Mais comme w(0) = 0 et que w est continue en 0 par uniforme
continuité de f sur T, on en déduit que :

| f —on(f)]l= m 0

2. Soit f € LP(T). Soit # € T. En vertu de I'inégalité de HOLDER
appliquée a la mesure de probabilité ¢ — K N(t)%, il vient :
po L opPm P
on(N@)P < o= [71f (@ = )P Kn(t)dt

- 27

Ainsi, par le théoréeme de FUBINI-TONELLI, on a :

1 m
low (DI < Il [ Knltydt = 1111

De méme, on a :

P=2x /o
ot g : t > ||f — 1 fl||) est continue. Par (1), on en déduit que
lon(f) = Flls 552 0

[

Remarques :

e On utilise le théoreme de HEINE sur le compact T qu’il faut
savoir montrer.

e On utilise I'isomorphisme T ~ R/277Z afin d’identifier bijecti-
vement 'ensemble L5 (R) & LP(T).

o On utilise les faits suivants : Ky est positif et vérifie, pour tout

TeT: L
KN(ZC)_N(Sin(;))

. De plus, [T Ky(t)dt = 1.

e w est continue en 0 puisque pour tout € > 0, il existe n tel que
w(n) < € par uniforme continuité de f. Ainsi, w < € sur |0, 7]
d’ott w(07) <e.

Il faut connaitre quelques unes de ses nombreuses applications
(base hilbertienne dans L?(T), injectivité des coefficients d’une
fonction L', etc.).
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