Agrégation - Legons

Séries de FOURIER des applications
continues.

ENONCE :

Co, désigne I'ensemble des applications de R dans C, continues et
2m-périodiques. (Car, ||.||s) est un espace de BANACH.

ce(f) désigne le coefficient de FOURIER d’indice k de f. S,(f)
désigne la somme partielle symétrique d’indice n de la série de
FOURIER de [ :

n

Sulf) = 2. a(f)exp(ik.)

k=—n

1. Pour tout élément xy € R, il existe un Gs dense D de
(Cor,||-|o0), tel que pour tout élément f € D, on a :

sup | Sn(f)(20)| = +o0

2. Il existe un Gs dense A de (Car, ||-]|x), tel que pour tout
élément f € A, 'ensemble :

{z € R sup [,(/)(@)] = +oc}

soit un Gs dense de (R, |.|).

DEVELOPPEMENT :

1. Pour tout élément f € C,,, pour tout n € N et tout élément

Su(f)(z) = 3 - [ 1) exp(—ikt)dt exp(ik)

= [ f@&)Du(x — t)dt
= [[ Du)f(x — t)at
= Su(f(z = ))(0)

ol le noyau de Dirichlet d’indice n est défini par :

I 1sm((n+%).)
Dn = o kzz_n exp(ik.) = 2m  sin (5)
Or l'application :
0277 — CQﬂ'
foo—fla—)

étant un homéomorphisme, elle transforme un Gs en un Gs.
Ainsi, il suffit de prouver le résultat pour xy = 0.
On considere la famille de formes linéaires (7),),en+ définie par :
T, : CQﬂ- — C
f o Su(f)(0)

Soit n € N*. Pour tout f € Cy,, par parité de D,,, on a :

Nl=|L, pa-nsred
< [T1Da0) 11 (1) dt
< | Dallr] 1 £1]oc

Donc (T, )nen+ est une famille d’applications linéaires continues
sur (Cor,||-||o0) €t, pour tout n € N*, < ||Dul|1-
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Voyons qu’il s’agit d’une égalité. Pour ¢ € R’ , on pose f. =

|D e € B(0,1).
Alors on a :
o Dn(t)2 2 Dn(t)2 — ¢
- / |D )| = c)dt
—/ 1D, (1) — 2me

GGRj_ ¢ ECZHDnHLl.Pal‘
le THEOREME DE BANACH-STEINHAUS, on a deux possibilités :

— La famille (7},),en+ est bornée.

— Il existe un Gs dense D du BANACH (Cay, ||.||) tel que pour
tout f e D :

Sup S (f) ()| = +00

Or, (T,)nen+ n’est par bornée car :

1 /=

-
1 /=

>

> /O

—
n—-+00

sin ((n+ 1))
sin(D)]
Sm((nt+ Dol

|sm )|

c. = [Pl =

du
+00

D’ou le résultat du premier point.

2. Soit (zk)ken une suite dense de [—m, 7w[. Par le premier point, on
dispose pour tout £ € N d'un G5 dense D;. de Co, tel que pour

tout f € Dy : sup,en |Sa(f)(zr)| = 0.

Posons A = Npen Di. Remarquons que A est un G par le THEO-
REME DE BAIRE.

De plus, pour tout élément f € A et tout k € N :

sup 150 (f) (k)] = +o00

Soit f € A. On a les égalités :
{z € R [ sup [S,(f)(x) = +oo}

—ﬂ{SUERISUP [Sn(f)(2)] > p}

e (u f € R |S:(f)()] >p})
peN \neN

Mais pour n € N* et tout p € N, l'ensemble {x € R |
1S, (f)(x)| > p} est un ouvert de R par continuité de S,(f).
Ainsi,

(z € B sup [5,(/)() = +2)

est un G; dense dans [—m, 7| car il contient {x; | & € N} et
donc dense dans R par 27-périodicité des S, (f). Ceci acheve la
preuve du second point

Remarques :

e On admet le fait que la fonction sinus cardinal n’est pas LE-
BESGUE intégrable : il faut bien entendu savoir le montrer.

o On montre un résultat bien plus fort que : "il existe un sous-

ensemble dense de Coy tel que ... "

e Les théoremes de BAIRE et de BANACH-STEINHAUS sont a mai-
triser ainsi que leur preuve.
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