Agrégation - Legons

PERRON-FROBENIUS

ENONCE :

Théoreme :

Soit A € M,,(R) une matrice strictement positive. Alors p(A)
est 'unique valeur propre de A de module maximum. De plus,
le sous-espace propre associé a la valeur propre p(A) noté E,(4)
est une droite vectorielle (i.e., dim(E,4) = 1) engendrée par
un vecteur strictement positif.

Enfin, p(A) est une valeur propre simple de A.

DEVELOPPEMENT :

LEMME :

Soient A € M,,(R) une matrice strictement positive et z € C"
un vecteur propre de A associé a une valeur propre A € C telle
que |A| = p(A). Alors p(A) est une valeur propre de A de vec-
teur propre associé |z| > 0. De plus, il existe un réel 6 tel que
x = |x|exp(if).

Démonstration. De Ax = Az, on a p(A)x = |Az| < |A]|z| = Alz|
(car A > 0). On considere y := Alx| — p(A)|z]. On a y > 0. Suppo-
sons par 'absurde que y # 0. Alors Ay > 0. En notant 2’ = Alz|,
I'inégalité Ay > 0 se rééerit Az’ > p(A)z’ donc p(A) > p(A) ce
qui est absurde. Donc y = 0, i.e., Alx| = p(A)|z]. On a donc
x| = ﬁ]w[ > 0.

De légalité |Az|= Al|z|, on a, pour tout p € {1,...,n},

X1 aprr| = Zjg aprlzr] ot ((aij)i<ij<n)) = A. En fixant p,
la suite de nombres complexes (2;)1<k<n = (QprTr)1<k<n €st telle
que |X7_q zk] = ¢ q|zk]. Pour k € {1,...,n}, il existe 0 €] — m, 7|

tel que zp = |zx| exp(if;). On a donc :

n 2 n
{ 17—y 2] = Shotl2kl? 4 2 25512k | 5] cos(0; — 6r)
(Zhoilzk])” = Zhoilzel® + 2 Skl 25 |24

et égalité |S7_; 2| = X)_1|2k| équivaut a

> |zjl|zk| (1 — cos(; — Or) = 0

J#k
Tous les termes de cette somme étant positifs et |z;[|z;| > 0, on en
déduit que cos(d; — ;) = 1 pour j # k avec —2m < 0; — 0; < 27
donc 0; = 0p. En notant 6 cette valeur commune, on a donc
x = |x|exp(if). O

Démonstration. (théoréme) : Soit x € C™ un vecteur propre unitaire
de A de valeur propre associé A telle que |A\| = p(A). Alors :

Ar = Ax = Alz|exp(if) = p(A)|z|exp(if) = p(A)x

Comme z # 0, on a A = p(A).

Supposons par 'absurde que dim(E,4)) > 1. Soient z,y € E,4) li-
néairement indépendants. Alors z := x1y +y1x € E,a) avec 21 = 0.
C’est une contradiction par le lemme. Donc dim(E,4)) = 1.

Sin =1, il est évident que p(A) est simple.

Soit m > 2, et supposons que la multiplicité de p(A), notée m, soit
supérieure a 2. Soit x > 0 un générateur de £, 4. Il existe y € C"
tel que Ay = x4 p(A)y. Comme A et x sont réels, on a également
Ay =z + p(A)y, dont Az = z + p(A)z avec z = 5(y + 7). Comme

Demesmay Yoann

Université de Bourgogne Franche-Comté - 2022/2023



Agrégation - Legons

x > 0, on dispose d’'un a > 0 tel que v := z 4+ ax. Ainsi, on a :
Av =z + p(A)v > p(v) = p(A) > p(4)

C’est de nouveau une contradiction. D’ou la simplicité de p(A). O
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