Agrégation - Legons

Inégalité de CARLEMAN

[FRANCINOU-GINAELLA-NICOLAS 1, p 208 |

ENONCE :
Théoreme : Pour toute série convergente a termes positifs
> Qp, 0N a:
Y Way...a, <ed ay
n>1 n>1
De plus , cette inégalité est optimale.

DEVELOPPEMENT :

LEMME (Inégalité arithmético-géométrique) :

Pour n > 1 et (zy,...,2,) € (

(fros!
k=1

Démonstration. La stricte concavité de la fonction In donne :

(it xk)i

Par croissance de la fonction exponentielle et en I’appliquant de part
et d’autre de I'inégalité, on obtient le résultat. ]

(on) 2 S

Démonstration. (théoréme) : En vertu de l'inégalité arithmético-

géométrique, on a, pour n > 1 :
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Réécrivons le dernier terme :

n+1x® kay,
ka, =
P P ey

Considérons la famille (vg,)kn>1 définie par vy, = n(];‘:’jl) pour

1 < k < n et 0 sinon. Elle est sommable. En effet, les termes

sont positifs et pour k fixé :

1
Y Vkp = Y, Ukp = kak% = ay

n>1 n>k

qui est le terme général d’une série convergence.
En vertu de la formule de STIRLING, on a que :

n—+1

\/n! n;:oo €
Par conséquent, il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1, ’i}l <C.
Ainsi, pour N > 1, on a :
N N n
Z\/na nSZCka,nSC Vk.n
n=1 n= k=1 (k,n)e(N¥)

k>1

La série étant a termes positifs, elle converge et on a l'inégalité :

o War.an, <C D ay

n>1 n>1

Demesmay Yoann

Université de Bourgogne Franche-Comté - 2022/2023



Agrégation - Legons

On a les équivalences suivantes :

n—+1

T

1 n
<e<=Inn+1)<1+—> In(k)
n! n k=1

e 4 Din(m+1) —n < S in(k)
k=1

Or pour 2 < k <n+1,onaln(k) > [FIn(x)dr, dou

n+1 n+1

3 in(k) = 3 in(k >/”+

Or [ In(z)dz = (n + 1)in(n + 1) — n, donc la constante C' = e
convient.

Voyons qu’elle est optimale. Soit C' une constante réalisant 1'in-
égalité. Considérons a; = % pour 1 <k < N et ap =0 pour k > N.
Ainsi, on a :
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tandis que - est le terme générale d’une série diver-
Vn! n

n—sto0
gente. Par conséquent, la somme partielle >, \F est équivalente
Ay, e ~ eln(N)doue<C,dou le résultat. O

N—+o00

Remarques :

o On utilise le fait que v'n! ~ = qui n’est pas trivial ! Il faut consi-
dérer a, = :—' et utiliser la propriété suivante : De toute suite

n

(u,) de réels strictement positifs telle que “Z—:l Il ¢ e R, on

a (uy)n ot l.

o Il faut étre a l'aise avec les équivalents classiques et savoir ra-
pidement les remontrer.

o La positivé des termes (a,) est nécessaire : d’'une part pour ap-
pliquer I'inégalité arithmético-géométrique, d’autre part pour la
sommabilité de la famille (vg,,)5n>1-
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