Agrégation - Legons

HOUSEHOLDER-GELFAND

ENONCES :
Théoréme (Householder) :
Soit N I’ensemble des normes induites & une norme vectorielle
sur C". Alors :
VA e M,(C), p(A)= inf |||A
©), p(4) = inf JlAll
Théoréme (Gelfand) :
L kil
VA € M,(C), p(4) = lim [[|AH|I
ou [||.]|| est une norme matricielle quelconque sur M,,(C).

DEVELOPPEMENT :

LEMME : Pour tout réel € > 0, il existe P. € GL,(C) telle
que A = P7IT.P¢ ot T, = ((taj)lgi,jgn) est triangulaire supé-
rieure telle que

n
197, 2 sl < €

Démonstration. Comme la matrice A € M,,(C) est trigonalisable,
on dispose d'une matrice P € GL,(C) telle que A = PTP™!, on
T = ((tij)i1<ij<n) est triangulaire supérieure. Pour § > 0, posons

Ds = diag(1,4,...,6"1). Alors on a :

t1’1 5?51’2 . 5n71t1’n
_ 0 to9
T5 = D(; TD(SZD%TD(S: . ’
0 i it

En notant T5 = ((¢/;)), on a, lorsque § — 0, ¢/, — 0 pour
j>1i,1,5 € {1,...n}. Ainsi, pour € > 0, il existe § > 0 telle que
maxi<j<n X—; 41|80 ;| < € et on a bien que A est semblable & T°. [

Démonstration. (Householder) : Soit z € C" un vecteur propre uni-
taire de A, alors

p(A)|z]| = |l Az < [[|All

d’ou
A) < inf |[||A
pl4) < it 1Al
Par le lemme, pour tout réel € > 0, il existe P. € GL,(C) telle que
A=PT.PsouT,. = ((taj)lgi’jgn) est triangulaire supérieure telle
que

n
max j§rl|ti,j| <e

Considérons la norme vectorielle v — ||z||p. = || Pix||~ de norme

induite [[|A]||p, = ||| ALl
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Alors on a :
1Alllp, = [IIP7 AP ||
= || T/l 00
n

= max (Itn,n!, [tid] + j_;ﬂlti,jl)

< p(A)+e
d’ou I’égalité :

A) = inf |||A
p(4) = int IIAl|

Démonstration. (Gelfand) : On a, pour k € N* :
H|Akmoo - H‘PGTekPe_lmoo
< el 114
< e(p(A) + €)"

1 1
ol Ye = [[[ Pell[oo | 1P ||oo- Dot [[|A¥][| < 7& (p(A)+e). Or lorsque
k — 400, v¢ — 1, d’on Vexistence d’un kg > 0 tel que v& < 1+e€
pour k > k.
Ainsi, pour £ suffisamment grand, on a I’encadrement :

p(A) < [[|AHII < p(A) +€(1+ p(A) + )
d’ott

lim ||| A*[]]*

k—+o00

p(A) =

Les normes étant équivalentes sur M,,(C), il existe deux constantes

a, 8 > 0 telles que, pour tout £ € N*
1 1 1 1 1
ar |[|AM|1& < [ITAMF < B [11A"]]%

avec limy_ oo aF = limy_, 400 8% = 1 et limy_, 1o |||A*|||F = p(A) par
ce qui précede. Par le théoreme d’encadrement on en déduit que

lim ((/||A%][[%) = p(A)

k—+o00
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