
Agrégation - Leçons

HOUSEHOLDER-GELFAND

ÉNONCÉS :

Théorème (Householder) :
Soit N l’ensemble des normes induites à une norme vectorielle
sur Cn. Alors :

∀A ∈Mn(C), ρ(A) = inf
|||.|||∈N

|||A|||

Théorème (Gelfand) :

∀A ∈Mn(C), ρ(A) = lim
k→+∞

|||Ak|||
1
k

où |||.||| est une norme matricielle quelconque surMn(C).

DÉVELOPPEMENT :

LEMME : Pour tout réel ε > 0, il existe Pε ∈ GLn(C) telle
que A = P−1

ε TεP
ε, où Tε = ((tεi,j)1≤i,j≤n) est triangulaire supé-

rieure telle que
max
1≤i≤n

n∑
j=i+1
|ti,j| < ε

Démonstration. Comme la matrice A ∈ Mn(C) est trigonalisable,
on dispose d’une matrice P ∈ GLn(C) telle que A = PTP−1, où
T = ((ti,j)1≤i,j≤n) est triangulaire supérieure. Pour δ > 0, posons

Dδ = diag(1, δ, . . . , δn−1). Alors on a :

Tδ := D−1
δ TDδ = D 1

δ
TDδ =


t1,1 δt1,2 . . . δn−1t1,n
0 t2,2
... . . . ...
0 . . . . . . tn,n



En notant Tδ = ((tδi,j)), on a, lorsque δ −→ 0, tδi,j −→ 0 pour
j > i, i, j ∈ {1, . . . n}. Ainsi, pour ε > 0, il existe δ > 0 telle que
max1≤i≤n

∑n
j=i+1|tδi,j| < ε et on a bien que A est semblable à T δ.

Démonstration. (Householder) : Soit x ∈ Cn un vecteur propre uni-
taire de A, alors

ρ(A)||x|| = ||Ax|| ≤ |||A|||

d’où

ρ(A) ≤ inf
|||.|||∈N

|||A|||

Par le lemme, pour tout réel ε > 0, il existe Pε ∈ GLn(C) telle que
A = P−1

ε TεP
ε, où Tε = ((tεi,j)1≤i,j≤n) est triangulaire supérieure telle

que

max
1≤i≤n

n∑
j=i+1
|ti,j| < ε

Considérons la norme vectorielle x −→ ||x||Pε = ||Pεx||∞ de norme
induite |||A|||Pε = |||P−1

ε APε|||∞.
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Alors on a :

|||A|||Pε = |||P−1
ε APε|||∞

= |||Tε|||∞

= max
1≤i≤n

|tn,n|, |ti,i|+ n∑
j=i+1
|tεi,j|


≤ ρ(A) + ε

d’où l’égalité :
ρ(A) = inf

|||.|||∈N
|||A|||

Démonstration. (Gelfand) : On a, pour k ∈ N∗ :

|||Ak|||∞ = |||PεT kε P−1
ε |||∞

≤ γε|||Ak|||∞
≤ γε(ρ(A) + ε)k

où γε = |||Pε|||∞|||P−1
ε |||∞. D’où |||Ak|||

1
k∞ ≤ γ

1
k
ε (ρ(A)+ε). Or lorsque

k −→ +∞, γ
1
k
ε −→ 1, d’où l’existence d’un k0 ≥ 0 tel que γ

1
k
ε < 1+ε

pour k ≥ k0.
Ainsi, pour k suffisamment grand, on a l’encadrement :

ρ(A) ≤ |||Ak|||
1
k∞ ≤ ρ(A) + ε(1 + ρ(A) + ε)

d’où
ρ(A) = lim

k→+∞
|||Ak|||

1
k

.
Les normes étant équivalentes surMn(C), il existe deux constantes

α, β > 0 telles que, pour tout k ∈ N∗

α
1
k |||Ak|||

1
k∞ ≤ |||Ak|||

1
k ≤ β

1
k |||Ak|||

1
k∞

avec limk→+∞ α
1
k = limk→+∞ β

1
k = 1 et limk→+∞|||Ak||| 1k = ρ(A) par

ce qui précède. Par le théorème d’encadrement on en déduit que

lim
k→+∞

((|||Ak|||
1
k ) = ρ(A)
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