Agrégation - Legons

Décomposition de Dunford

ENONCE :

Théoreme :
nome caractéristique est scindé sur K. Alors il existe un unique
couple (d,n) d’endomorphismes de E tel que :

Soit v un endomorphisme de E dont le poly-

e d est diagonalisable.

e n est nilpotent.

e d et n commutent.

e d et n son des polynomes en u.

Application : Si u € L(FE) est de polynéme caractéristique
scindé, alors s’équivalent :

» u est diagonalisable.

o e" est diagonalisable.

Démonstration. Notons M; = X — \; et Q; = A}‘—% =TT Mja]

Les (Q;)1<i<r sont 2 a 2 premiers entre eux, pér 'identité de BE-
ZOUT, il existe Vi,...,V, € K[X] tels que XI_; Vi(u) o Q;(u) = Id.
Posons alors, pour i € {1,...,r}, p; := Vi(u) o Q;(u). Alors, on a
>, p; = Id. De plus, comme x,, divise Q;Q; pour i # 7, il vient :

piop; = (Vi(u) 0 Qi(u)) o (V;(u) o Q;(u))
= Qi(u) 0 Qj(u) o Vi(u) o Vj(u)
=0

par commutativité des polynomes en wu.

Ainsi, on a p; = ¥i_; piop; = p;, donc les (p;)1<i<, sont des projec-
teurs.

Voyons désormais que Im(p;) = N; et Ker(p;) = @i N; :

DEVELOPPEMENT :
Posons x, = IT[_{ (X — \)% et N; = ker(u — A\ Id)®. En vertu du
lemme des noyaux + CAYLEY-HAMILTON, /' = @;_; N,,.

LEMME : Soit p; la projection sur N; parallelement a @;.; N;.
Alors :

. piEK[u].
C Z;ﬂ:lpZ:Id
e (i#j)= (piop; =0).

o Siy=npi(z)e€ Im(p;), alors

M;" (u)(y) = M;"(u) o pi(x) =
donc y € N;.
e Sixz € N;,alors v =X, pi(x), mais pj(x) = V;(u)oQj(u)(x) =
0 pour j # i car M;" | Q);, donc = = p;(x) € Im(p;).
D’ou Im(p;) = N;.
o Pour tout 7 # j, on a N; C ker(p;) donc ®;4; N; C ker(p;)

Vi(u) o xu(u)(z) = 0

o Soit x € ker(p;), alors © = ¥4 p;(z) € Bju N;.
D’ou KBT(]?Z‘) = @]?gz Nj. ]
Existence :

Posons d = Y/ \ijp; € Klu|. d est diagonale en considérant
une base concaténée des bases (N;)i<i<,. On pose désormais
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n=f-—d=Y_/(f—NIdg)op; € K[u]. On a, pour ¢ € N,
n?=Y!_(f — NIdg)?op;. En posant a = max; o, alors n® = 0.

Unicité :

On considere deux décompositions (d,n), (d',n’) de u satisfaisant
les conditions du théoreme. d’ et n’ commutent avec u donc avec
d et n qui sont des polynémes en u. On a donc d —d = n —n’
avec d — d' diagonalisable car d et d' le sont et, de plus, commutent.
n —n' est nilpotent par la formule du binéme de Newton (puissance
égale a la somme des indices de nilpotence). Or un endomorphisme
diagonalisable et nilpotent étant nécessairement nul, il vient d = d’
et n=mn'.

Démonstration. (Application) :

D’une part, par unicité de la décomposition de DUNFORD de u, u est
diagonalisable si et seulement si n = 0. Ainsi, la partie nilpotente
de e" est nulle donc e* est diagonalisable.

Réciproquement, si e est diagonalisable on a donc e" = Id car
e? est inversible. Ainsi, P(X) = 272} ;X" est un polyndme an-
nulateur de n, ou « est 'indice de nilpotence de n, ce qui est en
contradiction avec la minimalité du degré de m,, donc n = 0 et
ainsi, u = d est diagonalisable. []

Remarques :

e Le développement peut étre court si bien maitrisé : on prendra
le temps de bien détailler si le temps nous le permet.

o Il faut étre en mesure de justifier la décomposition de DUNFORD
de I'exponentielle d’'un endomorphisme a partir de la sienne.
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