Agrégation - Legons

Cyclicité de (Z/nZ.)*

[PERRIN, p 25]

ENONCE :

Théoréeme :

1. Si p est un nombre premier impair, et o un entier supérieur
a2, ona:

(Z/p°Z) ~Z[p(p™)Z ~Z/p" " (p — 1)
2. Pour a > 3, on a

(Z)2%)* ~ ZJ27 x 7./]2° 7

DEVELOPPEMENT :

LEMMES :

1. Soient £ € N* et p un nombre premier impair, alors :
(14p)/" =1+ X!

avec A premier avec p.
2. Soit k € N*, on a

52k —1 + M2k+2

avec [, iImpair.

Démonstration. 1. Pour k=1, on a :
-1
(1+p)p—1+2 ( )p +p”
Pouri € {1,...,p— 1}, p? \()p et comme p > 3, on a p® | p”.

Ainsi, (1 +p)? =1+ up? + kp® = 1+ p*(u + kp).
———

=\
Supposons la propriété vraie a un rang k > 1. Alors on a :

= ((1 +p)pk)p

= (14 Mpfithyr
— 14+ Z ( ))\z i(k+1) )\ppp(k:—i—l)

k+2

(1 + p)pk+

Pour i = 1, on a A\p**2 et pour i > 2, p*3 est un facteur, d’out

(1+p)P" =1+ p"*2(\ + up).
2. Pour k = 1, on a 52 = (1 +4)> = 1+ 3 x 8. Supposons la
propriété vraie au rang k > 1, alors on a :

_ (52k)2 _ (1 4 M2k+2>2 — 14 2k+3(lu+ 2k+1,LL2)

2k+1

5

Démonstration. (théoréme) :

1. En vertu du premier lemme, 1 + p est un élément d’ordre p®~!
dans (Z/p°Z)*. En effet, (1 +p)*" =1+ Xp* =1 (mod p*)
et (1+p)”" " =14 \p® ! avec p et \ premiers entre eux donc
(1+p)?" "~ # 1 dans Z/p*Z. Considérons désormais I’homomor-
phisme surjectif de groupes naturel induit par l'identité de Z
U (Z/p*2) — (Z)pZ)* ~ Z/(p — 1)Z. Soit x € (Z/p“Z)*
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un élément tel que V(z) engendre Z/(p — 1)Z. L’ordre de x
est un multiple de p — 1 et donc (x) admet un élément d’ordre
p— 1. Notons le y. Or (Z/p“Z)* est abélien et p— 1 et p*~! sont
premiers entre eux, (Z/p*Z)* = (xy) ~ Z/p* 1 (p — 1)Z.
2. Pour o > 3, on considere I’homomorphisme surjectif :
O (Z)2°7) — (ZJAZ)" ~ 7.]27
En notant N := Ker(®), on a |[N| = 272 et ce dernier est cy-
clique car 5 € N et le 2eme point du lemme nous dit que I'ordre
de 5 est égal & 2°72. On a donc la suite exacte :
1 — Z/2°7%7 — (Z.)2°7)" -2 7./27 — 1
D’autre part, 1 et —1 ne sont pas égaux modulo 4 donc le sous-
groupe {—1,1} de (Z/2*Z)* fournit un relevement de Z/2Z, de
sorte que l'extension est scindée. Comme (Z/2°7)* est abélien,
on a un produit direct :
(Z)2°7)* ~ 7./]2° 7 x 7/ 27
O

Remarques :

o Ce résultat couplé a lisomorphisme entre Aut(Z/nZ) et
(Z/nZ)" fournit la description complete du groupe Aut (Z/nZ),
n € N*.

o Il faut étre en mesure de montrer le résultat suivant : S7 a et
b € G commutent et sont d’ordre respectivement p et q premiers
entre euz, alors o(ab) = pq.

o Il faut savoir justifier 'existence des morphismes W et .

¢ On a affirmé que (Z/pZ)* ~7Z/(p — 1)Z, qu’il faut savoir mon-
trer.
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