Agrégation - Legons

Automorphismes de G,
[PERRIN, p 30]

ENONCE :

Théoreme : Pour n # 6, Aut(S,,) = Int(S,,).

DEVELOPPEMENT :

LEMMES :

1. Soit ¢ € Aut(S,). Si ¢ envoie chaque transposition sur
une transposition, alors ¢ € Int(S,,).

2. En notant C la classe de conjugaison décrite par la famille
(ri)1<i<n, on a la relation :

!
Card(C) = — _
17 rl X am
Démonstration. 1. Considérons, pour i € {2,...,n}, 7, = (1,1).
Par hypothese, on a, pour i € [|2,n]|], que ¢(7;) est une trans-

position.
De plus, pour 4, j € [|2,n|] tels que i # j, 7; et 7; ne commutent
pas, donc ¢(7;) et ¢(7;) non plus. Ainsi, ces deux transposi-

tions ne sont pas disjointes. Posons ¢(7m2) = (a1 ao). Alors,
quitte a renuméroter, on peut supposer que ¢(11) = (a1 as).
On peut donc écrire, pour ¢ € [|4,n|], ¢(r;) = (aq, ;) avec

{ag,...,a,} = {1,...,n}. En effet, s’il existait i € [|4,n]] tel

que ¢(1;) = (a2 ag), comme
(a1 a2) o (a1 as) o (a2 a3) = (1 as)
On aura, en appliquant ¢! & I'égalité :
(12)0(13)o(1i)=(13)

or (12)o(13)o(14)=(11i32).
Les (a)ie[1,n) sont nécessairement distincts par injectivité de

¢. Posons alors :
(1 2 ... n)
Q=
a1 Qo ... Qp

ia(Ti) = xOoT; 0 Oé_l = (Ozl ozi) = qb(’]'z)

Pour i € [|2,n|],

Comme les (7;);c[j2,n] engendrent &, ¢ = i, et ¢ est donc bien
intérieur.

. L’action de groupes : &,, x C — C par conjugaison est transi-

tive, si bien que la formule des classes nous donne :

I (2
1= Tstab(c)]

Voyons que |Stab(a)| = T, ri! x i"", a € C quelconque. Un
i-cycle peut s’écrire, a conjugaison pres, de ¢ maniere différente
(en conjuguant par une puissance dudit-cycle). On peut de plus
permuter sans contraintes les r; i-cycles de «, ce qui nous donne
r;! x 1" facons de stabiliser les i — cycles de «. En stabilisant
tous les cycles disjoints de a;, on obtient le résultat voulu.

]
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Démonstration. (théoréme) : Soit ¢ € Aut(S,,) non intérieur. Il ne
préserve ainsi pas le transpositions en vertu du lemme. Soit 7 une
telle transposition, alors ¢(7) est un produit de k transpositions,
k > 2. Ainsi, on a nécessairement n > 4. En notant C sa classe de
conjugaison, il vient que :

n n!
(2)::|C‘::(n——2k)wﬂ2k

& (n—2)! =281kl (n — 2k)!
216—3>< n—2
k 2k — 2

)x@k—&x.”xlzl

Sik>3,2’€3—_3>1d0n02§k§3.Pourk:2,ona(";2):2donc
(n—2)(n—3) =4. Pour k=3, 0on a ("12) = 1 donc 4 = n —2 donc
n = 6.

Ainsi, les éléments de Aut(S,,) conservant les classes de conjugaison
nous montre que n = 6, d’ou le résultat par contraposée. ]

Remarques :

o On utilise le fait que pour o, 7 € G,, :
(Supp(o) N Supp(t) =0) = (coT £ T00)

qu’il faut donc savoir montrer.

o La famille (r;)1<;<, d'un élément o € &,, s’appelle le type de
o (exemple : 0 = (1,2,3) 0 (6,4,5) o (11,10) o (7,9) € &4, son
type est (1,2,2,0,...,0)). Ces derniers caractérisent les classes
de conjugaison de G,,.

o Pour n =6, Int(Sg) est un sous-groupe d’indice 2 de Aut(Sg) :
il y a 360 automorphismes intérieurs de Sg.
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