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Enoncé :

Théoréme ( de Lévy ) 1 : Soit X,(X,)nen des variables aléatoires réelles, alors on a équivalence
entre :

i) X, converge en loi vers X.

i1) La suite (¢x, )nen converge simplement vers ¢y.

Développement ( Théoréme Centrale Limite ) 2 : Soit (X,),en une suite de variable
aléatoire réelle indépendantes et identiquement distribuées admettant des moments d’ordre 2. On
pose p = E[X;] et 0 = Var(X;). En posant S, = >_1" | X;.on a alors

Sn_n,u L

On rappelle avant quelques notions :

Définition 3 : On note Cp(R) les fonctions continues bornées de R dans R et Cy(R) les fonc-
tions continues qui tendent vers 0 & U'infini ( donc Cy(R) C Cyp(R) ).

On dit qu’une suite de variables aléatoires réelles (X, ),en converge en loi vers une variable aléatoire
réelle X si pour tout f € Cp(R), on a E[f(X,,)] - E[f(X)].
n—-+0o0o

On note X, £ X,
Théoréme 4 : Pour tout p € [1,+00[, S(R) est dense dans LP(R) et Cy(R).

Lemme 5 : Soit X ,(X,,)nen des variables aléatoires réelles. Alors il y a équivalence :

e X, 5 X.
o Vf € Co(R), on a E[f(X,)] — E[f(X)].

n—-+oo
Démonstration : L’implication est immédiate car Co(R) C Cp(R).

Pour la réciproque, soit f € Cy(R) et € > 0.
Alors il existe A > 0 tel que P(|X| > A) <e. On pose ¢ € Cy(R) la fonction trapézoidale suivante :




On remarque alors que
/ 1-— (pd]PX S / 1R\[—A,A]dIEDX = E[]-R\[—A,A]<X>] = P<|X‘ Z A) S £.
R R

Calculons alors E[f(X,,)] — E[f(X)] et montrons que c’est inférieure & epsilon pour avoir la conver-
gence et donc conclure ce lemme.

E[f(X,)] - E[f(X)] = / JdBy, — / fdPx
_ /R (1= )Py, + /R JodPy, — /R FodPy — /R F(1— @)dPy.
= A,+B,+C,.

e Pour A,, on a que |A,] < | fllw [z 1 — @dPx,. On passe alors a la limite sup pour avoir

T |4 < 1l (/ - sodpx) < el f .
n——+o0o R

e Comme ¢ € Cy(R), on a que fy € Cy(R) et donc par hypothése, on a

lim B, = /R JodBy, — /R fodPy = E[fo(X,)] - E[fo(X)] =0

n—+o0
e Pour C,, c¢’est pareil que pour A, car on a déja le Px. On a donc
Col < || fllocg
Finalement on obtient la relation finale

lim B[f(X,)] —E[f(X)] = Tm |Ay|+ [By| + [Cu| < 2||f]|e

n—-+o0o

Ceci prouve bien la convergence et donc conclut le lemme. 0

Lemme 6 : Soit (z,)nen une suite de nombres complexes convergeant vers z € C. On a

lim (1+Z—n> = ¢,

n—-+oo n

Démonstration : La suite z,/n tendant vers 0, on peut supposer que 1 + z,/n ne touche pas la
demi-droite R_. On utilise alors la détermination principale du logarithme :

1 bz
o= [ %= | e

On a alors log(z + 1) = z + o(z) quand z tends vers 0, d’ou
<1 + _>n _ 6nlog(l—‘,—i—’j) _ en(i—?—l—o(zn/n)) _ ezn+o(zn) —y 7
Résolution :

Démonstration ( Lévy ) : Encore une fois, 'implication est assez facile. la fonction z — e"“est
bornée pour tout ¢ € R, on a donc E[e?™X] — E[e?X] par le Lemme 5, ce qui équivaut a x, — ©x.



Pour la réciproque, on considére p € L'(R) et on pose f(z) = F(p)(x) la transformée de Fourier de
@. On a donc f dans Cy(R) et grace aux théorémes de convergence dominée et Fubini, on obtient :

Jim B[ACG)) =l BA(X,)
=l B et

= lim [ o(t)E[e”™*"]dt Par Fubini

n—-+o00 R

= / lim o(t)E[e"“*"]dt Par convergence dominée
R

— /gp(t)]E[eitX]dt Par hypothése
= Elp(X)] =E[f(X)].

On a donc prouvé le résultat pour I'image de L'(R) par la transformée de Fourier.

Comme S(R) C L'(R), et que la transformée de Fourier est une bijection de S(R) dans S(R), on a
que cette image contient S(R). Or S(R) est dense dans Cy(R).

Soit f € Co(R). On peut alors prendre g dans S(R) tel que ||f — g]|loo < € pour € > 0. Alors

[ELf (X)) = E[f(X)]| < [E[(f = 9)(Xa)]| + [E[g(Xn)] = Elg(X)]| + [E[(f — 9)(X)]]

Comme ¢ est dans S(R), par bijection de la transformée de Fourier dans S(R), g est 'image d'une

fonction par la transformée de Fourier. Or on a prouver avant que le résultat était vraie dans cette
situation. Donc lim |E[g(X,)] — E[g(X)]| = 0.
n—-+0o00

On aque (f—g)(Xy) <cet (f—g)(X) < edonc [E[(f—g)(Xn)][+]E[(f—g)(X)]| < 2. Finalement,

lim [E[f(X,)] - E[f(X)][< 2¢

n—-+00
On a donc prouvé le résultat pour tout f dans Cy(R). Donc d’aprés le lemme 5, cela implique que
X, 5 X.

Démonstration ( TCL ) : Sans perte de généralité, on peut supposer = 0 et 0 = 1. On

va donc montrer que \S/E converge en loi vers la gaussienne standard ¢ grace aux théoréme de Lévy.

Soit ¢x,(t) la fonction caractéristique de X;. Puisque X; € L% @x, est de classe C?, et on a
0%, (0) = Ligh, (0) = E[iX,] = 0 car = 0, enfin o, (0) = E[~ X7 = 1.
On a bien E[—X?] = —1 car d’aprés la formule de la variance, Var(X;) = E[X?] —
E[X1]? ou Var(X;) =1 et E[X;]* = 0. Donc E[X?] = 1 et donc E[—X{] = —1.

On a donc pour la fonction caractéristique de % :

“ t k 1ndependance X t "
it =)L e (o (7))

On fait ensuite un développement de taylor a l'origine :

P2 = n(0) + =, 0+ X0 (0) + ol
= 1— o +o(l/n)

On a donc finalement que

P (t) = (soxl (%))n = (1— %—l—o(l/n))n = (1 - ’52/2%)”
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On utilise alors le lemme 6 avec z, = —t?/2 + &, pour obtenir que

1. . t _ —t2/2
Aoz =e
Or la fonction caractéristique de la gaussienne standard g est ¢ (t) = e /2. On a donc bien

finalement la convergence en loi voulus.



