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1. Oraux X-ENS analyse tome 3
Enoncé :
En étudiant la fonction F : x f0+ e %t Sm(t dt, on trouve que

+o0
/ sin(t) sin(t) . _
.t 2

Résolution :

e On note f : (z,t) € Ry x R — e ™2 Pour z > 0 la fonction f(z,.) est intégrable
sur R, puisqu’elle se prolonge par continuité en 0 par f(z,0) = 1 et que pour tout ¢ tendant vers

+o0, f(z,t) = O ().

Montrons que F' est aussi définie en 0. On intégre par parties; pour X > 1 on a

X X X
sint —cost cost
o= = -

Or, la fonction ¢ — <5 est intégrable sur [1, +oo[ puisque c’est un O (t%) L’intégrale entre 1 et X
admet donc une hmlte quand X tend vers +oo :

+o0 —+00
sint cost
/ iahf—cosl—/ 5 dt.
1 1 t

Enfin, on a que l'intégrale fo SI?t est une intégrale faussement impropre en 0 ( car f(z,0) = 1), donc

convergente. On en déduit donc que F' est définie en 0.
Il est a noté que la fonction t — 2L n’est pas intégrable sur R,. En effet, si tel

t
était le cas, comme sin® < |sin |, la fonction ¢ — 22t

Or ce n’est pas le cas. En effet, pour X > 1, on a

/Xsin2tdt:/xl—0082tdt:lnX_ XCOSQtdr
1 1 2 1 t

serait intégrable sur [1, +oo.

t 2t

Or, f1X <82t vaut f;X €St dy, par le changement de variable u = 2t.

. . . . —+oc0o . .
Par une intégration par parties, on montre que f1 @22 du converge si bien que

X gin?t

dt =

lim
X—4o00 1

smt

Ainsi f0+oo Lt converge sans que t — 2% soit intégrable.
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e Montrons que F est C' sur R*. La fonction f est de classe C* sur (Ri)z et on a %(:p t) =

—e~"sint pour tout (z,t) € (Ri)Q. Soit a > 0. Pour tout = > a, on a :

af

t _
vVt > 0, o

(l‘,t)' = e "|sint| < e,

Comme t — e~ est intégrable sur R, cette domination nous assure que F est C! sur |a, +oo] et
finalement sur R’ . De plus, on a

+oo
F'(z) = —/ e "' sin tdt
0

+o0 )
= —Im </ e(x’)tdt>
0

1 1
— —Im ) -
T —1 1+ 22

Il existe C' € R tel que pour tout z > 0, F(x) = C — arctanz. Comme |F(z)| < f+°° e vtdt =
— 0, on en déduit que C'= 7. Ainsi, pour tout z > 0, on a

r—-+00

8] |~

F(z) = g — arctan .

e Pour montrer que F(0) = 7, il suffit donc de vérifier que F' est continue en 0. Comme la

fonction t — Sltﬂ n’est pas intégrable, I’emploie directe du théoréme de convergence dominée est
voué a ’échec.

On va alors scinde le probléme en deux puis effectuer des intégrations par parties.

On pose Fi(x fo _“"’tsmtdt et Fy(x) = 1+oo e‘xtSi—?tdt. La fonction F} est en fait C! sur R, car
on dispose de 1a domlnatlon

= e ™|sint| < 1.

et la fonction constante 1 est bien intégrable sur |0, 1]. Vérifions la continuité de Fy qui est la partie
400 e—(z i)t
1

X —(x—i)t 1 e—(a—i)t X 1 X —(z—i)t
/ ¢ dt = | —¢ ¥ - / ¢ dt.
1 t i—x ot . iz ) t2

< tQ, la fonction ¢t — &

imaginaire de G(z) = dt ( pour faciliter I'i.p.p ) : pour X > 1, on a

e—(z—i)t
2

st intégrable et

i—x 1 +oo —(z—i)t
Gla)= 4 / <
1

xT—1 11— 12

Comme

400 —(z—i)t
t2

e—(z—i)t
2

—(z—1i)t
+2

Or la fonction z — || dt est continue car (z,t) —

est continue sur R, X [1,+o0]

et on dispose de la domination par une fonction intégrable

< t% On en déduit que G est

continue sur R, donc que F; est continue.

Par continuité de Fi et F5, on en déduit que F' est continue en 0. Finalement, on obtient bien que
lin%) F(z) = 5. Or F(0) est la valeur cherché. On a bien

T—

—+o0
t
/ sin g —
0 t 2




