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Enoncé :

Théoréme de Plancherel : L’application

P: SR) — LA(R)
foe RF

posséde un unique prolongement continue a 'espace L*(R) et ce prolongement est un isomorphisme
isométrique.

On rappelle des théorémes avant :
Théoréme 1 : Pour tout p € [1,+00[, S(R) est dense dans LP(R).

Théoréme ( prolongement application uniformément continues ) 2 : Soient E et F deux
espaces métriques tels que F' est complet. Soient A une partie dense de E' et f : A — F une applica-
tion uniformément continue. Alors il existe une unique application continue g : E — F' qui prolonge
fieg(z) = f(x) pour tout z € A.

De plus I'application g est uniformément continue.

Proposition 3 : Soit E et F' deux R-espace vectoriel et f € L(E,F) une application linéaire.
Alors f est continue si et seulement si f est uniformément continue.

On rappelle que F(f)(z) = [, e f(x)dx et F(f)(x) = [, e f(z)dx.
Résolution
Théoréme /4 : La transformée de Fourier est une bijection de S(R) sur lui méme.

Démonstration : (Voir livre version compléte )

Soit f € S(R). Alors f € L'(R) et donc F(f)(x) = [z h(x,t)dt ou h(z,t) = e ™ f(t) est donc
continue en x, intégrable par rapport a t et méme dérivable de dériveée —ite™ " f(t).

Or f € S(R) donc il existe C' € R telle que

| —ite™ " f(0)] = [l f(1)] < C/°

pour tout (z,t) € R% Comme C/t? est intégrable sur [1,+oo et | — oo, —1] et que la fonction de
base est intégrable sur [—1,1] , on a que x — F(f)(z) est dérivable sur R. On peut méme montrer
qu’elle est C*> et on a pour k € N*

F(f)P () = / (—it)e e £ (1)t
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Par i.i.p successives en primitivant ¢ — e~%* on obtient pour tout entier k et a
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R

Comme f € S(R), on en déduit que |(iz)*F(f)* ()| est bornée sur R et donc F(f) € S(R). Comme
f € LYR) et que F(f) € L'(R), on en déduit de la formule d’inversion de Fourier que

f =5 F o F())
™

On en déduit la bijection. 0
Lemme 5 : Soit f € S(R). Alors F(f) € L*(R) et

1
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Démonstration Commencons par montrer que si f et g sont dans S(R), alors
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Posons la fonction h(x,y) = e f(z)g(y), définie sur R?

On a |h(z,y)| = | f(2)||g(y)| pour tout (z,y) € R? et pour tout y € R, on a que x — | f(x)||g(y)| est
intégrable sur R car f € L'(R)( car f € S(R)).

De plus la fonction y — [, [f(x)||g(y)|dx est intégrable sur R car g € L'(R).Par symétrie de z,y
et f,g dans la définition de h, on en déduit d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, les fonctions
y =[x h(z,y)de et © — [ h(z,y)dy sont intégrables sur R et

/R</Rh(x,y)dm) dy:/R(/Rh(x,y)dy> d
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On en déduit bien que

On pose maintenant g = F(f). Ainsi d’aprés ce qu’on vient de démontrer on a
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Comme F(f) € S(R) d’aprés le théoréme précédent, on a F(f) € L'(R) et le theoreme d’inversion

de Fourier nous donne F o F(f) =27 f. Or pour tout = € R,
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On a alors
2¢@mﬁmm=4ﬂﬂmﬁﬂwm

et donc on a bien
27 || f1I5 = | F (I3

O
Démonstration ( du théoréme ) : Comme F est linéaire, alors P est aussi linéaire. Comme P
est linéaire, alors P est continue grace au lemme précédent.
Ainsi P est uniformément continue d’aprés la proposition 3. Comme Pespace L*(R) est complet
( Riesz-Fischer ) et que S(R) est dense dans L*(R) ( théoréme 1), alors d’aprés le théoréme de
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prolongement des applications uniformément continues ( théoréme 2), P peut étre prolongée a 'espace
L*(R) de fagon unique. On la note encore P par abus de notation.

Soit f € L*(R). Par densité, il existe une suite de fonction (f,) de S(R) telle que f, converge
vers f en norme ||.|,. Par continuité de P, la suite P(f,) converge vers P(f) en norme L*(R) et
comme [|[P(f.)|l2 = [|fallz ( d’aprés le lemme précédent ) pour tout n € N, alors on conclus que
IP(f)ll2=|fll2 et que P est une isométrie linéaire.

Soient f et g dans L*(R) tels que P(f) = P(g). Par linéarité de P,ona P(f—g) = 0et [|P(f—g)|2 =
| — gll2- On en déduit que f = g et donc P est injectif.

Montrons que P(L?(R)) est une partie fermée de L*(R). Soit (f,) une suite de L?(R) telle que
la suite (P(f,)) converge dans L*(R). Alors P(f,) est une suite de Cauchy ( car L?(R) complet).
Montrons que (f,,) est aussi une suite de Cauchy. Soit € > 0, il existe N tel que pour tout n > N
et tout p > 0, ||P(futp) — P(fu)ll2 < €. Par isométrie, on a || frip — full2 < € et (f,,) est une suite
de Cauchy. Encore par complétude de L?(R), (f,) converge vers f € L?(R). Par continuité de P, la
suite P(f,) converge vers P(f). Comme P(f) € P(L*(R)), on en déduit que 'espace P(L*(R)) est
fermé.

Montrons ensuite que S(R) C P(L*(R)). Soit f € S(R). D’apres la bijection de S(R), il existe
g € S(R) tel que f = F(g). Donc f € P(L*(R)) et donc S(R) C P(L*(R)).

On sait que P est surjective sur P(L*(R)), or P(L*(R)) est fermé dans L?(R) et P(L*(R)) est dense
dans L*(R), car S(R) C P(L*(R)) et S(R) dense dans L?(R).

On a donc P(L*(R)) = L*(R) et donc P est surjective sur L*(R). One déduit donc que P est bien
un isomorphisme isométrique.



