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Enoncé :

Soit (X, ) un espace mesuré, alors LP(X, i) est complet pour la norme ||.||,. De plus, toute suite
qui converge dans L” admet une sous-suite qui converge u.p.p .

On rappelle avant les théoréme suivants :

Théoréme ( Convergence monotone ) 1 : Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit (f,) une
suite croissante de fonction mesurables sur X a valeurs dans [0, +oc], alors la limite simple de la

suite de fonction est mesurable et
/lim fndp = lim (/ fnd,u) .

Théoréme ( de Fatou ) 2 : Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit (f,) une suite de fonctions
mesurables sur £ & valeurs dans [0, +00]. Alors liminf f,, est mesurable et

n—-+oo

/lim inf f,du < limin /fndu.
n——+o00
Résolution :

Soit (fn)n>o0 une suite de Cauchy de LP. On veut montrer que (f,) converge. Le principe de la
démonstration est le suivant :

e On trouve une limite simple notée f

e On montre que ||f, — f|l, = 0

e On montre que f € LP
On va distinguer deux cas selon que p = +00 ou non.

ler cas ( p =400 ) : On pose pour k € N, Ay = {z € X : |fi(z)| > ||fello} €t pour n,m € N,
Bym = {x € X 1 |fu(z) — fi(2)| > || fn — finllso}. Pour tous entiers k,n,m, Ay et B, ,, sont de
mesures nulle car || f,|lcc < 400 pour tout n € N.

En effet, comme || f||o correspond a la borne inférieur M tel que |f| < M p.p, alors

la mesure de I'ensemble des x € X tel que |f(x)] > M > || f|l est de mesure nulle.
Alors E = UkeN AU B, est de mesure nulle comme union dénombrable d’ensembles de
mesure nulle.
Soit x € X \ E, alors pour tout n,m € N,|f.(z) — fi(z)] < ||fn — fimlloo car @ & By, . Comme
(fn) est une suite de Cauchy de L*°, alors la suite (f,,(z)),>0 est une suite complexe de Cauchy et
converge car C est complet. On note [, la limite de la suite (f,(z)).

n,meN



On peut alors définir la fonction

f+ X —- C
{lxsi:)sEX\E
T —

0 sinon

Montrons que (f,) converge vers f en norme infinie. Soit ¢ > 0, comme (f,) est une suite de
Cauchy dans L™, il existe N > 0 tel que Vm,n > N,||fm. — fullo < &. Siz € X \ E, pour
tout m,n > N,|fm(x) — fu(z)] < e. Ainsi par passage a la limite pour m — oo, on obtient
|f(z) — fu(x)| < e pour n > N. Ainsi pour tout z € X \ B, |f(z) — fu(z)| <e. Donc || f — fullo < €
car E est de mesure nulle. Donc (f,,) converge vers f en norme infinie.

Pour € = 1, il existe ny tel que ||f — fu,llo < 1. Donc f — f,, € L. Or f,, € L donc f € L™ et
(fn) converge dans L.

Car pour x € X \ E, on a

[F (@) = 1f (@) = for () + for ()] < [f(@) = fra (@) + [for (@) ST A ] fr [l oo

Donc on a |f| <1+ | fu,llec p-p-p . Donc f € L.

2éme cas ( p < 400 ) : Pour créer la limite simple on ne peut pas faire comme précédem-
ment. L’idée est d’exprimer f,(z) sous forme de série et de montrer que cette série converge. On
écrit alors f,(z) = fo(x) + Sp—y (frr1(z) — fr(2)) pour z € X. Et pour montrer cette convergence,
on montre une convergence absolue.

Comme la suite (f,,) est de Cauchy, il existe une sous-suite (f,n))n>0 telle que || forr1) — fomllp <
1/2F. On définit une suite de fonctions (g,) de X vers R définies par g,(x) = > p_o | fotrsn) () —
fotry(x)|. Pour tout z € X, la suite (g,(z)) étant réelle et croissante, elle converge ou diverge vers
+00. On définit alors la fonction g(x) = nl_lgloo gn(7) de X vers R. Alors

n . n+1
=12y

1<
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lgnlly <Y I oterry = Fowlly < 5
k=0 k=0

De plus (g,) est une suite croissante et positive qui converge simplement vers g. Par le théoréme de
convergence monotone g est mesurable et la suite (||g,||,) converge vers ||g||, donc ||g||, < 2. Donc
g € LP et il existe E' de mesure nulle telle que |g| est finie sur X \ E.
On pose alors hy,(z) = fu) (@) + D1 fets1) (@) — fomy (). Soit z € X \ E, alors h,(z) converge
car la série converge absolument ( car |h,(x)| < |fu) ()] +|gn(x)| et [g()| est finie presque partout
car g € LP(R)). On note [, la limite de h,(z). On définit la fonction

f+ X —- C
{lxsixEX\E
X —

0 sinon

Ainsi pour z € X \ E,f(z) = lirf fomy(). Soit € > 0, comme (f,) est de Cauchy, alors il existe
n—-+00

N > 0 tel que pour m,n > N,||fr — fullp < €. On va utiliser le lemme de Fatou sur |f,m) — fal?-
Comme liminf,, | fomm) — ful? = |f — fu|? sur X \ E et comme p(m) > m, alors d’aprés le lemme de
Fatou,

/ ‘f - fn’p < hmlnf/ ’ftp(m) - fn’pdﬂ <er.
X moJx

Donc [|f — full, < esin > N. De plus, f — fx € L? donc f € L et f, converge dans L” ( méme
maniére que dans le cas p = 400 ).

La convergence d’une sous-suite presque partout viens donc du fait si (f,) converge, alors elle est
de cauchy et on a montrer qu'une suite de cauchy dans L” avec p < 400 admet f,(,) comme suite
convergeant vers f presque partout, et dans le cas p = +o00, on a que la convergence est presque
partout.



