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Énoncé :

Soit (X,µ) un espace mesuré, alors Lp(X,µ) est complet pour la norme ∥.∥p. De plus, toute suite
qui converge dans Lp admet une sous-suite qui converge µ.p.p .

On rappelle avant les théorème suivants :

Théorème ( Convergence monotone ) 1 : Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Soit (fn) une
suite croissante de fonction mesurables sur X à valeurs dans [0,+∞], alors la limite simple de la
suite de fonction est mesurable et ∫

lim fndµ = lim

(∫
fndµ

)
.

Théorème ( de Fatou ) 2 : Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Soit (fn) une suite de fonctions
mesurables sur E à valeurs dans [0,+∞]. Alors lim inf fn est mesurable et∫

lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
fndµ.

Résolution :

Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy de Lp. On veut montrer que (fn) converge. Le principe de la
démonstration est le suivant :

• On trouve une limite simple notée f
• On montre que ∥fn − f∥p → 0
• On montre que f ∈ Lp

On va distinguer deux cas selon que p = +∞ ou non.

1er cas ( p = +∞ ) : On pose pour k ∈ N, Ak = {x ∈ X : |fk(x)| > ∥fk∥∞} et pour n,m ∈ N,
Bn,m = {x ∈ X : |fn(x) − fm(x)| > ∥fn − fm∥∞}. Pour tous entiers k, n,m, Ak et Bn,m sont de
mesures nulle car ∥fn∥∞ < +∞ pour tout n ∈ N.

En e�et, comme ∥f∥∞ correspond à la borne inférieur M tel que |f | ≤ M p.p, alors
la mesure de l'ensemble des x ∈ X tel que |f(x)| > M ≥ ∥f∥∞ est de mesure nulle.

Alors E =
⋃

k∈N Ak

⋃
n,m∈N Bn,m est de mesure nulle comme union dénombrable d'ensembles de

mesure nulle.
Soit x ∈ X \ E, alors pour tout n,m ∈ N,|fn(x) − fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥∞ car x ̸∈ Bn,m. Comme
(fn) est une suite de Cauchy de L∞, alors la suite (fn(x))n≥0 est une suite complexe de Cauchy et
converge car C est complet. On note lx la limite de la suite (fn(x)).
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On peut alors dé�nir la fonction

f : X → C

x 7→
{

lx si x ∈ X \ E
0 sinon

Montrons que (fn) converge vers f en norme in�nie. Soit ε > 0, comme (fn) est une suite de
Cauchy dans L∞, il existe N > 0 tel que ∀m,n ≥ N, ∥fm − fn∥∞ ≤ ε. Si x ∈ X \ E, pour
tout m,n ≥ N, |fm(x) − fn(x)| ≤ ε. Ainsi par passage à la limite pour m → ∞, on obtient
|f(x)− fn(x)| ≤ ε pour n ≥ N . Ainsi pour tout x ∈ X \E, |f(x)− fn(x)| ≤ ε. Donc ∥f − fn∥∞ ≤ ε
car E est de mesure nulle. Donc (fn) converge vers f en norme in�nie.
Pour ε = 1, il existe n1 tel que ∥f − fn1∥∞ ≤ 1. Donc f − fn1 ∈ L∞. Or fn1 ∈ L∞ donc f ∈ L∞ et
(fn) converge dans L∞.

Car pour x ∈ X \ E, on a

|f(x)| = |f(x)− fn1(x) + fn1(x)| ≤ |f(x)− fn1(x)|+ |fn1(x)| ≤ 1 + ∥fn1∥∞.

Donc on a |f | ≤ 1 + ∥fn1∥∞ µ-p.p . Donc f ∈ L∞.

2ème cas ( p < +∞ ) : Pour créer la limite simple on ne peut pas faire comme précédem-
ment. L'idée est d'exprimer fn(x) sous forme de série et de montrer que cette série converge. On
écrit alors fn(x) = f0(x) +

∑n−1
k=0(fk+1(x)− fk(x)) pour x ∈ X. Et pour montrer cette convergence,

on montre une convergence absolue.
Comme la suite (fn) est de Cauchy, il existe une sous-suite (fφ(n))n≥0 telle que ∥fφ(k+1) − fφ(k)∥p ≤
1/2k. On dé�nit une suite de fonctions (gn) de X vers R dé�nies par gn(x) =

∑n
k=0 |fφ(k+1)(x) −

fφ(k)(x)|. Pour tout x ∈ X, la suite (gn(x)) étant réelle et croissante, elle converge ou diverge vers

+∞. On dé�nit alors la fonction g(x) = lim
n→+∞

gn(x) de X vers R. Alors

∥gn∥p ≤
n∑

k=0

∥fφ(k+1) − fφ(k)∥p ≤
n∑

k=0

1

2k
≤ 1− 1/2n+1

1− 1/2
≤ 2.

De plus (gn) est une suite croissante et positive qui converge simplement vers g. Par le théorème de
convergence monotone g est mesurable et la suite (∥gn∥p) converge vers ∥g∥p donc ∥g∥p ≤ 2. Donc
g ∈ Lp et il existe E de mesure nulle telle que |g| est �nie sur X \ E.
On pose alors hn(x) = fφ(0)(x) +

∑n
k=0 fφ(k+1)(x) − fφ(k)(x). Soit x ∈ X \ E, alors hn(x) converge

car la série converge absolument ( car |hn(x)| ≤ |fφ(0)(x)|+ |gn(x)| et |g(x)| est �nie presque partout
car g ∈ Lp(R)). On note lx la limite de hn(x). On dé�nit la fonction

f : X → C

x 7→
{

lx si x ∈ X \ E
0 sinon

Ainsi pour x ∈ X \ E,f(x) = lim
n→+∞

fφ(n)(x). Soit ε > 0, comme (fn) est de Cauchy, alors il existe

N > 0 tel que pour m,n ≥ N ,∥fm − fn∥p ≤ ε. On va utiliser le lemme de Fatou sur |fφ(m) − fn|p.
Comme lim infm |fφ(m) − fn|p = |f − fn|p sur X \ E et comme φ(m) ≥ m, alors d'après le lemme de
Fatou, ∫

X

|f − fn|p ≤ lim inf
m

∫
X

|fφ(m) − fn|pdµ ≤ εp.

Donc ∥f − fn∥p ≤ ε si n ≥ N . De plus, f − fN ∈ Lp donc f ∈ Lp et fn converge dans Lp ( même
manière que dans le cas p = +∞ ).
La convergence d'une sous-suite presque partout viens donc du fait si (fn) converge, alors elle est
de cauchy et on a montrer qu'une suite de cauchy dans Lp avec p < +∞ admet fφ(n) comme suite
convergeant vers f presque partout, et dans le cas p = +∞, on a que la convergence est presque
partout.
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