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Enoncé :

Soit A un anneau unitaire principal. Soit (a;)1<j<, des éléments non nuls inversibles deux a deux
premiers entre eux avec a = [[;_, a;. Alors application ¢ : x € A — (7m;(z))1<j<r € [[— | 7oy st un
morphisme d’anneaux surjectif de noyau Ker(p) = (a). et ¢ induit un isomorphisme d’ anneaux

7 (o) € 15 (o) eH -

d’inverse

@7 2 (mj(y) 1<j<r€H—l—> wuzb € —

A
= ()

ol (u;)1<j<, st une suite d’éléments de A telle que >, u;b; = 1.

Lemme 1 : On appelle (b;)1<;<, la suite d’éléments de A définie par b; = £ = []'_, a;. Siles a; sont
T 7 i#j
deux & deux premiers entre eux pour j € [1;7], les b; sont alors premiers entre eux dans leur ensemble.

Démeonstration :  Si les b; ne sont pas premier entre eux dans leur ensemble, il existe alors
un élément premier p de A qui divise tous les b; ( 'anneau A étant principal est factoriel ). Comme p
divise by = [],_, a;, il divise un a; pour i € [2;r], mais divisant b;, il divise un a; pour 1 <k # i <,
ce qui contredit le fait que a; et a, sont premiers entre eux. O

Résolution :

Démonstration : Il est clair que application ¢ : 2 € A (m(2))1<j<r € [[j= 17 ) est un mor-

phisme d’anneaux. Son noyau est formé des multiples de tous les a], donc de leur ppcm a = szl a;
puisque les a; sont deux a deux premiers eux. Comme les b; al sont premiers entre eux dans
leur ensemble ( lemme précédent ), le théoréme de Bézout nous dit qu’il existe une suite (u;)1<i<,
d’éléments de A telle que Y, u;b; = 1. Pour 1 < j <r, on a mj(b;) = m;(0) = 0 pour i # j puisque
b; est multiple de a;, ce qui nous donne m;(1) =1 =m; (37, uib;) = m;(u;j)m;(b;). Donc m;(b;) est
inversible dans % d’inverse 7;(u;).

A

Pour (7(7;))1<j<r donné dans []}_, 7o €N posant x = Yor_ wiugby, onami(x) = wi(x)m;(uy)m;(by) =
- J

7;(z;) pour tout j € [1;7], soit p(x) = (m;(x;))1<j<,. Le morphisme ¢ est donc surjectif et il se



factorise en un isomorphisme ( grace au premier théoréme d’isomorphisme ) :

—. A _ A r A
7w T rem o)
m(w ) = () )i<j<r

Avec la surjectivité, on a prouvé que I'inverse de © est défini par :

Pl M - &

(mj () h<jcr = Doiog Tiub;

O

Application ( Calcul de ¢(n) ) 2 : Sin > 2 a pour décomposition en facteurs premiers
n=][i_,pi" avec 2 < p; < ... < p, premiers et les o; entiers naturels non nuls, on a alors :

=z =1 =n]] (1 - i) :
i=1 i=1 pi

Lemme 3 : Pour tout nombre premier p et tout entier naturel non nul a, on a ¢(p®) = (p—1)p*~*

Démonstration : Si p est premier, alors un entier k£ compris entre 1 et p® n’est pas premier
avec p* si, et seulement si, il est divisible par p, ce qui équivaut a k = mp avec m € [1;p*~ 1], il y a
donc p®~! possibilités. On en déduit que :

() =p* ="t =(p-1)
O
Démonstration (Théoréme ) : Le théoréme chinois nous fournit I'isomorphisme suivant :
e U
On a alors un isomorphisme de groupe entre les inversibles qui nous donne
X T X T X
nz e p;’Z e p;’'Z
En prenant les cardinaux, on en déduit ¢(n) = [T;_; ¢(p;’).
On a d’apres le lemme la premiére égalité. On trouve la deuxiéme en factorisant par pj :
azfl : e 1 : 1
Hp 1):Hp2L 1—— Hp H 1—— :nH 1——
i=1 Di paie} Di
O

Application ( Résolution d’un systéme de congruence ) 4 : On considére le systéme suivant

k = 2[4]
k = 3[5]
k=1[9]

Alors k = 118 4+ 180q ou g € Z est solution du systéme.

Démonstration : Comme ny = 4n, = 5 et ng = 9 sont deux a deux premiers entre eux,




ce systéme a des solutions données en déterminant des coefficients dans une relation de Bézout
u1my + usmo + uzms = 1, ot my = nanz = 45,my = ning = 36,m3 = niny = 20. Pour ce faire, on
utilise I'associativité du pged en écrivant que :

1 =my A (me Amg) =145+ (—11)4
1=1.45+11.36 + (—22).20

Ce qui donne une solution particuliére ko = 2.45 4 33.36 — 22.20 = 838 et comme 838 = 118[180], on
trouve bien la solution. O



