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Énoncé :

Soit A un anneau unitaire principal. Soit (aj)1≤j≤r des éléments non nuls inversibles deux à deux
premiers entre eux avec a =

∏r
i=1 aj. Alors l'application φ : x ∈ A 7→ (πj(x))1≤j≤r ∈

∏r
i=1

A
(aj)

est un

morphisme d'anneaux surjectif de noyau Ker(φ) = (a). et φ induit un isomorphisme d'anneaux

φ : π(x) ∈ A
(a)

7→ (πj(x))1≤j≤r ∈
r∏

i=1

A
(aj)

d'inverse

φ−1 : (πj(xj))1≤j≤r ∈
r∏

i=1

A
(aj)

7→
r∑

i=1

xiuibi ∈
A
(a)

où (uj)1≤j≤r est une suite d'éléments de A telle que
∑r

i=1 ujbj = 1.

Lemme 1 : On appelle (bj)1≤j≤r la suite d'éléments de A dé�nie par bj =
a
aj

=
∏r

i=1
i ̸=j

ai. Si les aj sont

deux à deux premiers entre eux pour j ∈ [[1 ; r]], les bj sont alors premiers entre eux dans leur ensemble.

Démonstration : Si les bj ne sont pas premier entre eux dans leur ensemble, il existe alors
un élément premier p de A qui divise tous les bj ( l'anneau A étant principal est factoriel ). Comme p
divise b1 =

∏r
i=2 ai, il divise un ai pour i ∈ [[2 ; r]], mais divisant bi, il divise un ak pour 1 ≤ k ̸= i ≤ r,

ce qui contredit le fait que ai et ak sont premiers entre eux. □

Résolution :

Démonstration : Il est clair que l'application φ : x ∈ A 7→ (πj(x))1≤j≤r ∈
∏r

j=1
A

(aj)
est un mor-

phisme d'anneaux. Son noyau est formé des multiples de tous les aj, donc de leur ppcm a =
∏r

j=1 aj
puisque les aj sont deux à deux premiers eux. Comme les bi = a

ai
sont premiers entre eux dans

leur ensemble ( lemme précédent ), le théorème de Bézout nous dit qu'il existe une suite (ui)1≤i≤r

d'éléments de A telle que
∑r

i=1 uibi = 1. Pour 1 ≤ j ≤ r, on a πj(bi) = πj(0) = 0 pour i ̸= j puisque
bi est multiple de aj, ce qui nous donne πj(1) = 1 = πj (

∑r
i=1 uibi) = πj(uj)πj(bj). Donc πj(bj) est

inversible dans A
(aj)

d'inverse πj(uj).

Pour (πj(xj))1≤j≤r donné dans
∏r

j=1
A

(aj)
, en posant x =

∑r
i=1 xiuibi, on a πj(x) = πj(xj)πj(uj)πj(bj) =

πj(xj) pour tout j ∈ [[1 ; r]], soit φ(x) = (πj(xj))1≤j≤r. Le morphisme φ est donc surjectif et il se
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factorise en un isomorphisme ( grâce au premier théorème d'isomorphisme ) :

φ : A
(a)

= A
ker(φ)

→
∏r

j=1
A

(aj)

π(x) 7→ (πj(x))1≤j≤r

Avec la surjectivité, on a prouvé que l'inverse de φ est dé�ni par :

φ−1 :
∏r

j=1
A

(aj)
→ A

(a)

(πj(xj))1≤j≤r 7→
∑r

i=1 xiuibi

□

Application ( Calcul de φ(n) ) 2 : Si n ≥ 2 a pour décomposition en facteurs premiers
n =

∏r
i=1 p

αi
i avec 2 ≤ p1 < ... < pr premiers et les αi entiers naturels non nuls, on a alors :

φ(n) =
r∏

i=1

pαi−1
i (pi − 1) = n

r∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.

Lemme 3 : Pour tout nombre premier p et tout entier naturel non nul α, on a φ(pα) = (p− 1)pα−1.

Démonstration : Si p est premier, alors un entier k compris entre 1 et pα n'est pas premier
avec pα si, et seulement si, il est divisible par p, ce qui équivaut à k = mp avec m ∈ [[1 ; pα−1]], il y a
donc pα−1 possibilités. On en déduit que :

φ(pα) = pα − pα−1 = (p− 1)pα−1

□

Démonstration (Théorème ) : Le théorème chinois nous fournit l'isomorphisme suivant :

Z
nZ

∼=
r∏

j=1

Z
p
αj

j Z

On a alors un isomorphisme de groupe entre les inversibles qui nous donne(
Z
nZ

)×
∼=

(
r∏

j=1

Z
p
αj

j Z

)×

=
r∏

j=1

(
Z

p
αj

j Z

)×

En prenant les cardinaux, on en déduit φ(n) =
∏r

i=1 φ(p
αj

j ).
On a d'après le lemme la première égalité. On trouve la deuxième en factorisant par pj :

r∏
i=1

pαi−1
i (pi − 1) =

r∏
i=1

piαi

(
1− 1

pi

)
=

r∏
i=1

pαi
i

r∏
i=1

(
1− 1

pi

)
= n

r∏
i=1

(
1− 1

pi

)
□

Application ( Résolution d'un système de congruence ) 4 : On considère le système suivant
: 

k ≡ 2[4]
k ≡ 3[5]
k ≡ 1[9]

Alors k = 118 + 180q ou q ∈ Z est solution du système.

Démonstration : Comme n1 = 4,n2 = 5 et n3 = 9 sont deux à deux premiers entre eux,
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ce système a des solutions données en déterminant des coe�cients dans une relation de Bézout
u1m1 + u2m2 + u3m3 = 1, où m1 = n2n3 = 45,m2 = n1n3 = 36,m3 = n1n2 = 20. Pour ce faire, on
utilise l'associativité du pgcd en écrivant que :

m2 ∧m3 = 4 = (−1).36 + 2.20
1 = m1 ∧ (m2 ∧m3) = 1.45 + (−11).4
1 = 1.45 + 11.36 + (−22).20

Ce qui donne une solution particulière k0 = 2.45+ 33.36− 22.20 = 838 et comme 838 ≡ 118[180], on
trouve bien la solution. □
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