TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FRACTION RATIONNELLE

1 Contexte

Soit f une fonction méromorphe sur C avec un nombre fini de poles et sans poles
réels. On suppose que
(2) —— 0

|z| =00

P
et que fjr € L'(R). Par exemple, on peut choisir pour f une fraction rationnelle —
avec deg @ > deg P + 2, et () sans racines réelles. On cherche & calculer I'intégrale
oo .

f()etdt

o0 N——r
=fa(t)

p(x) =
pour tout z € R*.

2 Théoréme des résidus

Fixons z € R*. Notons & les poles de f, :ona & = &, U P_, avec &, (resp.
Z_) I'ensemble des poles de partie imaginaire > 0 (resp. < 0).
Soit R > 0 assez grand pour que D(0, R) contienne 2. Définissons les deux demi-

cercles ‘
I'k:tel0,n]— Re"

et '
Iy :t € [m2n] — Re™.

D’aprés le théoréme des résidus en notant ’yg le lacet obtenu par concaténation de
FE et)du segment [—R, R], idem pour vy (le segment étant cette fois parcouru de R
a—R),ona

Z Res(fz,a) Ind + (a)

acP H/l—’

R
/ fx(t)dt+/ fo(t)dt = 2i7
-R rt

et
R
— / fo(t)dt + fo(t)dt = 2im g Res(fs,a)Ind, - (a).
-R Ty ——

aeP_
=1

La premiére égalité sera utile dans le cas ot « > 0, et la seconde dans le cas ou
x <0.

Regardons le cas ott > 0, 'autre cas étant similaire. D’une part, par convergence
dominée,

R
| R0t e,
R S

sup |f(z)[, ona
|z|=R

D’autre part, pour R > 0 assez grand, en notant My (R) =

fo(t)dt] =

+
I'r

/ f(Reit)eixRe“iReit dt‘ < RMf(R)/ eszsint det
0 0

/2 )
= 2RM;(R) / e THsint q¢
0
(symétrie de sin sur [0, 7])

/2
< 2RMf(R)/ e RE Q¢
() 0

_ ™ _ ,—zR
= ZRMf(R)—QxR (1 e )
< TFMf(R)’

T

2 s
ot 'on a utilisé, en (x), 'inégalité sint > —t pour ¢t € [07 5} Dessin : concavité.

— 0.

Ainsi, puisque f(2) —— 0, on a M;(R) —— 0, donc -
— 00

|z| =00 R—o0

- fo(t)dt




En définitive, on obtient
THEOREME 1. Soit f une fonction méromorphe sur C avec un nombre fini de

poles et sans poles réels. On suppose que
f(z) ——=0

|z] =00

et que fir € L'(R). Alors, pour tout z € R*, si l'on note f, : t — f(t)e™",

/Z fu(tydt =

six >0,

2ir Y Res(fs,a)

acP
S(a)>0

—24m Z Res(fy,a) siz <O0.

ac P
S(a)<0

1
REMARQUE 2. Sionadeplus f(z) = ol — ] (c’est le cas par exemple si

P
f= 6 avec deg @ > deg P + 2 et @ sans pole réel), alors le calcul précédent est

également valable pour z = 0.

3 Exemple

1
———. Puisque f est paire, sa
1422 due f est p
transformée de Fourier I’est aussi, donc pour tout z € R,

Calculons la transformée de Fourier de f : t —

PO = F = [ 15 =gt

——dt =
oo 1+ 2

La fonction f vérifie les hypothéses précédentes, et pour tout x € R,

ixt e”t o eiwt 1 1
fo(t) = f(t)e t—@_i)(tm_gi<t—z‘_t+i>'

Ainsi, Res(fy,4) = lim(t — i) f(t)e'™ = S— et Res(fo, —i) = lim (t + i) f(t)e'™ =
t—i 21 t——i
ew
T On a donc
o | 2inRes(fz,1) stz >0
/_OO fw(t)dt_{ ~2inRes(fu,—i) siz<0 ¢

Par continuité de ¢ en 0 (ou par calcul direct), cette formule est encore vraie pour
z=0.
Quelques remarques :

— On doit avoir () —— 0 d’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue, ce qui est

|z] =00
bien le cas pour la formule obtenue.

— Une fois que 'on a I’expression de ¢, on peut vérifier que I’on ne s’est pas trompé
avec la formule d’inversion de de Fourier. En effet, on doit avoir

p(z) = flw) =2nf = orf.

f est paire

1
11 suffit donc de calculer 2—@ et de vérifier qu’on obtient f : pour tout x € R,
T

0

o(x) = / w(t)e—z’tr dt = ﬂ/ e~ (Fia)t gy 4 7T/ p(1—i2)t gy
—00 0 oo
™ ™ 2
= — + — =
14+iz  1—ix 1+22

=2m f(x).

Remarques

— Convient pour les legons 236, 239, 245, 250 et 267.

— Si le temps manque, ne pas faire le calcul d’inversion de Fourier.
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