FORMULE DE LA COAIRE, VOLUME DES BOULES, AIRE DES SPHERES

1 Reésultat du plan : la formule de la coaire

THEOREME 1. [SCHWI|, PAGE 694] (FORMULE DE LA COAIRE) Soient N € N*,
Q C RY ouvert, et h: Q — R C! dont le gradient ne s’annule pas. Pour chaque

w € h(Q), soit B, = h~1({w}) : on note o, sa mesure superficielle. On a

Q= || S

weh(Q)

Soit f : Q@ — R Lebesgue-intégrable. Alors,

f()

1. Pour presque tout w € h(Q2), la fonction y € ¥,, — m est intégrable
r\Y

pour la mesure o,.

do,,(y), bien définie presque par-

2. La fonction w € h(Q) — / M
v IVh

)l

w

tout, est intégrable sur h(Q2), et

firere= [ o, (L, mutameie) o

2 Volume des boules et aire des sphéres

Pour N € N* et R > 0, soit V) (R) le volume de la boule euclidienne de RY de
rayon R. Si R # 0, on a

V<N>(R)=/ dr = / RN dy = RNV (1),
B(O,R)  ¥==/R JB(0,1)

et la formule est encore vraie pour R = 0.

On peut écrire

Q:=B0O,)\{0}= || S

re€0,1]

ol S, est la sphére centrée en 0 et derayon r. OnaS, = h=*({r}),otth: x € Qs ||z||
est C', et a pour gradient x +— i”,

T qui ne s’annule pas sur (2. La formule de la coaire
x

appliquée & f : x € 1 — 1 donne alors

1 1
V(N)(l) = / dz = / (/ da,) dr = / or(S,) dr.
B(0,1)\{0} 0 Sr 0

Or, au vu de la définition de la mesure superficielle, puisque chaque S, est une sous-
variété de RY de dimension N — 1, on a:

Vr > O,JT(ST) = TN_lﬂl(Sl).

Ainsi,
! 1
v (1) = 01(81)/ PN ldr = Loy(S)).
O N
4 s N RN R [N T 2 .
En définitive, pour tout R > 0, VIV)(R) = - Ot (S1) = NUR(SR), d’ott 'on déduit
la proposition suivante :
ProrosiTioN 2. Pour tous N € N* et R > 0,
d
=2 (v —
= (V(®) = or(Sr).
Preuve. Par ce qui précéde,
N d
— yvW(R)= NRN-ly(MM)(1) = — (RNy V)
or(Sr) = ZVV(R) = NRV V(1) = — (RYV (1))
d
- — (y@)
dR (V (R)>

4
ExEMPLE 3. En dimension 3, a partir de la formule (bien connue) V©®) (R) = gﬂ'RS,

on retrouve l'aire d’une sphére de rayon R :

VR >0, O'R(SR) :47TR2.



3 Calcul direct de ’aire des sphéres

Soit maintenant Q = RY \ {0}, et soit f : z € Q e~lI1” La fonction f étant
intégrable sur €, la formule de la coaire s’applique, et donne

S / f(x)dx:/ (/ 6T2d0'r> dr
Fubini RN\ {0} 0 S,

= 01(81)/ rN=1e= 4
0

= 101(81)/0015]\[/2_16_’5&
t=r2 2 0

- % o1 (S1) T (1;) .

Ainsi,
271'N/2

PROPOSITION 4. L’aire de la sphére unité de R est W

De ce résultat, on déduit la valeur de or(Sg) = RV ~101(S1) pour tout R > 0, et
N

R
celle de VIV)(R) = - 1 (S1) grace a la proposition
COROLLAIRE 5. Le volume de la boule unité euclidienne de RY est

vi(1) =

EXEMPLE 6. En dimension 3, on a

o0 1 o0
/ r2e dr = 77/ r-(=2r)- e dr
0 2 Jo
1 o0
= f/ e dr = ﬁ,
PP 2 J, 4
= 47. On retrouve bien la formule

47‘(’3/2

donc Ul(Sl) = \/»
e

UR(SR) = 47TR27

4
puis VO (R) = §7rR3.

4 Calcul direct du volume des boules

Pour calculer directement V() (1), on peut, comme cela est fait dans [Can|, calcu-
ler une intégrale de deux maniéres différentes. D’une part,

/ eV () dr = / N2y M)y dr = VN1 T <];7 + 1> )

0 0

et d’autre part, par le théoréme de Fubini,

/ e "VIN(r) dr :/ e " (/ dx) dr
0 0 llz]2<r

e
:/ / dr | do
RN 0
:/ oIzl gy
RN

— N2,
d’ou N/
V(1) = .
r(%¥+1)
Remarques

— Convient pour les legons 234 et 236.

— La formule de la coaire est une généralisation du théoréme de Fubini : le résultat
peut apparaitre dans la legon 235.

— On peut aussi calculer directement le volume de la boule unité en trouvant une
relation de récurrence entre VIV) (1) et VIV=2)(1). Pour cela, voir Briane-Paggs,
Théorie de l'intégration.
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