Critere de Weyl

[On trouvera ce développement dans le Oraux X-ENS Analyse 2 (2e édition) p. 7 ? ? 7. Attention, il y a une
erreur dans le livre ]

Soit (vn)n € RN, pour tout n € IN posons u, = {v,} = v, — |v,]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1> V[a,b[< [0,1], Xn(a,b) = £#{ne[[1,N] |a< un<b}N—+OO>b—a,

N 1
2» V feC{_, (continue et 1-périodique), % Y f(un) —>J f,
n=1 0

N

3» Vpe Z* (Uerreur est icil), % Y, *™Pun —— .
=1 N—+4o

Le cas échéant, on dit que (vy,), est équirépartie modulo 1.

Dans tout ce qui suit, 1. désigne la fonction indicatrice d’un ensemble, que ’on périodise avec une période 1.

N 1
: Remarquons que NXy(a,b) = > laocu, <b €t j L[a) = b — a. En particulier, Xy(a,b) — b—a =

0

1
J Ljq,p[- Ainsi, 2» est vérifiée pour les indicatrices périodisées, a fortiori pour les fonctions en escalier 1-

périodiques par linéarité. Soient f € C?fp et € > 0. Il existe g est escalier 1-périodique telle que ||f — g, < €.

On écrit alors :
N Jl

Ao

:SoitpeZ*.

N N N
1 ; 1 1
N]_lg_loo — Z eimpun — Nl—ig-loo = Z cos(2mp-)(uy) + iNl_ig_lOO N Z sin(27p-) (un,)
- =t ec? n=t ec?
1-p 1-p
1 1
= f cos(2mp-) + J sin(27rp-) =0
0 0

: Soient f € Ci)_p et € > 0. D’apres le théoréme de WEIERSTRASS, il existe 7" un polynéme trigono-
métrique tel que || f — T, <e. Or par linéarité, 3 » est vraie pour les polynémes trigonométriques, donc :

1 N 1 1 N 1 N 1 1
an_:lf(un)—J; fl < an:]lf(un)_Tu + Nng(un)—LT’+J;T—f’
-0 =0

<|f-T|,+e+|f—T|, <3 pour N assez grand
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Critére de WEYL

: Soit [a, b[< [0, 1[. Soit £ > 0, définissons des fonctions continues et 1-périodiques qui vont approcher

Lpqp[; gréace a la Figure ci-dessous.

N N
On a ¢ < Ljgp[ < pe, donc 1 Y] Yho(un) < Xn(a,b) < & D) ¢(un), mais par hypothése :

n=1

1

L
Zgog(un)—> pe=b—a+¢
0

n=1

+00

1 N
et Nglwe(un)?b—a—e

donc b —a — ¢ < liminf Xn(a,b) < limsup Xn(a,b) < b —a + ¢, puis en faisant tendre ¢ — 0, on obtient

N—+o0

N—+o0
lim Xpy(a,b) =b—a. O
N—+w0
Pe Pe
| | | |
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
a75| Ib+£ T P Ib+£ T
a b 1 b 1
(a) Définition de ., cas a # 0 (b) Définition de ¢., cas a =0
Ve Ve
| | | |
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
Ia+z bfsl ' a + & bfsl '
a b 1 a b 1

(c) Définition de 1., cas a # 0

(d) Définition de e, cas a =0

F1GURE 10.1 — Construction d’une approximation continue 1-périodique
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