Théoréme de Fejér

o Queffélec, Zuily, Analyse pour l'agrégation. (84-85)
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On considéere la somme partielle d’indice n de sa série de Fourier S, (f) = Z {f,exyer
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ot Vk € Z, ex(t) = e est une fonction trigonométrique. On note o, (f) = — Z Se(f).
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Le noyau de Fejér est K,, = — e; et vérifie :
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Soit f : R — C continue et 2m-périodique.
Alors Vn e N*, [0,,(f)|oo < [ f[lo et |00 (f) = fllw —> 0.
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Démonstration. Soit n € N*. |0, (f)w = [If * Kulloo < [fllool| Kl = || f]|o0-
Soit 0 €]0,7]. On pose w(d) = {|f(u) — f(v)|, |u—v| < d}. Soit x e R.
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Donc limsup ||o,(f) — fleo < w(9).

n—+

Si on passe a la limite quand § — 0, en utilisant la continuité uniforme de f, on a alors
limsup |, (f) — fll < 0. Done lim_[o(f) — fllo = 0. .
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SifeLb (1 <p<+m) alorsVne N, |on(f)lp < |flp et lon(f) = flp =2 0
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Démonstration. Soit n € N*. D’apres 'inégalité de Holder appliquée a la mesure de pro-

babilité K, (t)5t (i.e. positive de masse 1), on obtient pour z € R,
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En intégrant par rapport & = et par le théoreme de Fubini-Tonelli (mesurable, positive) :
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Comme dans la premieére démonstration, on a pour x € R,

o F)@) = @) = o= | Kl (Flx— 1) - flw)) dt

Donc

lou(0) = 113 % 3o | 5 ([ 1o =)= o) as ar
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avec g : t — | f — f|b. Or g est continue et 27-périodique par le lemme donc par la
premiére démonstration, o, (g)(0) = g(0) = 0. Dot |o,(f) — fl» e 0. L

Lemme : Soit f e L5 (pe [1,+x0]).
Alors ®;: R — L5 est uniformément continue (avec 7,f(z) = f(x — a)).
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Démonstration. On procede par densité. Soit € > 0.
e Supposons dans un premier temps que f est continue et 27-périodique.
Par le théoreme de Heine, f est uniformément continue donc il existe 6 > 0 tel que

Vr,yeR, [r—y[ < 0= [f(z) - fly) <e )
Ainsi lorsque |a —b| < 0, |Tof — 7 fll, = <21f |f(z —a) _f<m_b)|pdx)1’ <-
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 Supposons maintenant que f € L5_. Par densité des fonctions continues 2m-périodiques
dans L5, il existe g continue et 2m-périodique telle que | f — g/, < e.
On a pour |a — b| < 0,

[®7(a) = s (B)]p < [®r(a) = yla)], + | @g(a) = Py(b) | + [Py(b) — @4 (D),
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Remarque. Le théoreme de Fejér nous donne que (S,(f))nen converge uniformément au
sens de Césaro vers f.
On ne peut pas appliquer ce résultat au noyau de Dirichlet car la positivité de K, fait
fonctionner la preuve.



