
Théorème de Fejér
• Queffélec, Zuily, Analyse pour l’agrégation. (84-85)

On considère la somme partielle d’indice n de sa série de Fourier Snpfq “

n
ÿ

k“´n

xf, eky ek

où @k P Z, ekptq “ eikt est une fonction trigonométrique. On note σnpfq “
1
n

n´1
ÿ

k“0
Skpfq.

Le noyau de Fejér est Kn “
1
n

n´1
ÿ

k“0

k
ÿ

j“´k

ej et vérifie :

• Knpxq “
1
n

sin2 `

nx
2

˘

sin2 `

x
2

˘ , Kn ě 0 et }Kn}1 “ 1

• @δ Ps0, πs, lim
nÑ`8

1
2π

ż

δă|t|ďπ

Knptq dt “ 0

• @f P L1
2π, σnpfq “ f ˚ Kn

Soit f : R Ñ C continue et 2π-périodique.
Alors @n P N˚, }σnpfq}8 ď }f}8 et }σnpfq ´ f}8 ÝÑ

nÑ`8
0.

Démonstration. Soit n P N˚. }σnpfq}8 “ }f ˚ Kn}8 ď }f}8}Kn}1 “ }f}8.
Soit δ Ps0, πs. On pose ωpδq “ t|fpuq ´ fpvq|, |u ´ v| ď δu. Soit x P R.

|σnpfqpxq ´ fpxq| “ |Kn ˚ fpxq ´ fpxq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2π

ż π

´π

Knptqfpx ´ tq dt ´ fpxq}Kn}1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

car }Kn}1 “ 1

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2π

ż π

´π

Knptq
`

fpx ´ tq ´ fpxq
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

ż π

´π

Knptq
ˇ

ˇfpx ´ tq ´ fpxq
ˇ

ˇ dt car Kn ě 0

“
1

2π

ż

|t|ďδ

Knptq
ˇ

ˇfpx ´ tq ´ fpxq
ˇ

ˇ dt

`
1

2π

ż

δă|t|ďπ

Knptq
ˇ

ˇfpx ´ tq ´ fpxq
ˇ

ˇ dt

ď
1

2π

ż

|t|ďδ

Knptqωpδq dt `
1

2π

ż

δă|t|ďπ

Knptq2}f}8 dt

ď ωpδq
1

2π

ż π

´π

Knptq dt
loooooooomoooooooon

“1

`2}f}8

1
2π

ż

δă|t|ďπ

Knptq dt
looooooooooomooooooooooon

ÝÑ
nÑ`8

0

Donc lim sup
nÑ`8

}σnpfq ´ f}8 ď ωpδq.
Si on passe à la limite quand δ Ñ 0, en utilisant la continuité uniforme de f , on a alors
lim sup
nÑ`8

}σnpfq ´ f}8 ď 0. Donc lim
nÑ`8

}σnpfq ´ f}8 “ 0.



Si f P Lp
2π (1 ď p ă `8), alors @n P N˚, }σnpfq}p ď }f}p et }σnpfq ´ f}p ÝÑ

nÑ`8
0.

Démonstration. Soit n P N˚. D’après l’inégalité de Hölder appliquée à la mesure de pro-
babilité Knptq dt

2π
(i.e. positive de masse 1), on obtient pour x P R,

|σnpfqpxq|
p

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2π

ż π

´π

1 ˆ fpx ´ tqKnptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

ď

ˆ

1
2π

ż π

´π

1qKnptq dt

˙

p
q

ˆ

1
2π

ż π

´π

|fpx ´ tq|
pKnptq dt

˙

p
p

ď
1

2π

ż π

´π

|fpx ´ tq|
pKnptq dt

En intégrant par rapport à x et par le théorème de Fubini-Tonelli (mesurable, positive) :

}σnpfq}
p
p ď

1
4π2

ż π

´π

Knptq

ˆ
ż π

´π

|fpx ´ tq|
p dx

˙

dt

“
1

4π2

ż π

´π

Knptq

ˆ
ż π

´π

|fpxq|
p dx

˙

dt “ }Kn}1}f}
p
p “ }f}

p
p

Comme dans la première démonstration, on a pour x P R,

σnpfqpxq ´ fpxq “
1

2π

ż π

´π

Knptq
`

fpx ´ tq ´ fpxq
˘

dt

Donc

}σnpfq ´ f}
p
p ď

1
4π2

ż π

´π

Knptq

ˆ
ż π

´π

|fpx ´ tq ´ fpxq|
p dx

˙

dt

“
1

2π

ż π

´π

Knptqgp´tq dt “ σnpgqp0q

avec g : t ÞÑ }τtf ´ f}p
p. Or g est continue et 2π-périodique par le lemme donc par la

première démonstration, σnpgqp0q ÝÑ
nÑ`8

gp0q “ 0. D’où }σnpfq ´ f}p ÝÑ
nÑ`8

0.

Lemme : Soit f P Lp
2π pp P r1, `8rq.

Alors Φf : R Ñ Lp
2π

a ÞÑ τaf
est uniformément continue (avec τafpxq “ fpx ´ aq).

Démonstration. On procède par densité. Soit ε ą 0.
• Supposons dans un premier temps que f est continue et 2π-périodique.
Par le théorème de Heine, f est uniformément continue donc il existe δ ą 0 tel que
@x, y P R, |x ´ y| ď δ ùñ |fpxq ´ fpyq| ď ε.

Ainsi lorsque |a ´ b| ď δ, }τaf ´ τbf}p “

ˆ

1
2π

ż π

π

|fpx ´ aq ´ fpx ´ bq|
p dx

˙
1
p

ď ε.

• Supposons maintenant que f P Lp
2π. Par densité des fonctions continues 2π-périodiques

dans Lp
2π, il existe g continue et 2π-périodique telle que }f ´ g}p ď ε.

On a pour |a ´ b| ď δ,

}Φf paq ´ Φf pbq}p ď }Φf paq ´ Φgpaq}p ` }Φgpaq ´ Φgpbq}p ` }Φgpbq ´ Φf pbq}p

ď 2}f ´ g}p ` }Φgpaq ´ Φgpbq}p ď 2ε ` ε

Remarque. Le théorème de Fejér nous donne que pSnpfqqnPN converge uniformément au
sens de Césaro vers f .
On ne peut pas appliquer ce résultat au noyau de Dirichlet car la positivité de Kn fait
fonctionner la preuve.


