Théoreme des deux carrés de Fermat

o Perrin, Cours d’algébre. (56-58)

Lemme 1 : L’anneau Z[i] = {a + ib, a,b € Z} est euclidien de stathme N défini par
N(a +ib) = a* + b* et Z[i]* = {£1, £i}.

Démonstration. ,
e Soient z,t € Z[i]\{0}. Pour faire la division euclidienne de z par ¢, on considére S € C.

Si % = x + 1y alors prenons ¢ = a + ib ou a,b € Z sont les plus proches de x et y.
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E—q‘ <£<lcar lz—a| < - et|y—b <=
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Posons 7 = z — qt. Ainsi, r € Z[i] et |r| = ‘t (; - q>‘ < |t], donc |r|* < |t]?.
Ainsi, N(r) < N(t) et z = gt + r. Donc Z][i] est un anneau euclidien de stathme N.
o Siz € Z[i]*, alors il existe 2’ € Z[i] tel que 22’ =1 d’ou N(2)N(2') = N(z2') = 1.
Comme N est a valeurs dans N, alors N(z) = N(2') = 1. Si 2 = a + ib alors a® + b* = 1
avec a,b € Z, donc I'un est nul et 'autre vaut +1. O

Ainsi,

Lemme 2 : On pose ¥ = {n e N, n = a? + b* avec a,b € N}. Soit p premier.
On a p € ¥ ssi p est réductible dans Z[1].

Démonstration.

(=) Sip=a*+0®= (a+ib)(a—1ib) et sia,b+#0alors a+ib,a—ib¢ Z[i]* dapres le
lemme 1. Ainsi, p est réductible dans Z|i].

(<) Sip = 22 avec z,2' € Z[i]* et p* = N(p) = N(2)N(z'). Comme z, 2" € Z[i]* alors
N(z),N(2') # 1 alors N(z) = p. D’ou p = a* + V*. O

Théoréme des deux carrés de Fermat (cas n premier) :
Soit p premier. pe X ssip=2oup=1 [4].

Démonstration. Comme Z[i] est principal (alors factoriel) dire que p est non irréductible
dans Z[i] revient a dire que (p) = pZ[i] est un idéal principal non premier donc Z[i]/(p)
n’est pas integre.

« Etudions l'isomorphisme Z[i] ~ Z[X]/(X? + 1).

En effet, par propriété universelle de I’anneau des polyndémes, on a un morphisme surjectif
@ : Z|X| — Z[i] défini de maniere unique par ¢(X) = i. Son noyau contient clairement
idéal (X? + 1).

Réciproquement, si P € Kery, alors par division euclidienne unitaire dans Z[X], il existe
Q, R tels que P = (X% +1)Q + R avec deg(R) < 1. Et R(i) = 0 = R = 0 car R est de
degré < 1. Le théoreme d’isomorphisme donne alors I'isomorphisme souhaité.

Ce méme théoreme permet d’intervertir 'ordre des quotients :

Zli)/(p) ~ ZIX]/(X?* + 1,p) ~ (Z[X]/(p))/(X* + 1) =~ F,[X]/(X* + 1)

F,[X]/(X? + 1) est intégre ssi X% + 1 est irréductible dans F,[X]
ssi X2 + 1 est sans racine dans F,[X]
Ainsi, p est réductible dans Z[i] ssi X? + 1 a une racine dans F,[X]
ssi —1 € (IF%)?



e Si p = 2 alors tous les éléments sont des carrés car x ~ 2 est le morphisme de
Frobenius qui est injectif (donc bijectif par cardinalité).

 Sip> 2 alors z est un carré¢ de Fy ssi ' = 1.

. -1
En effet, posons X = {z € F,, 2T = 1}. On a | X| < pT (car le nombre maximal de
racines de X7 — 1). De plus, si z € (F,)*, alors 3y € F, = = y* donc ' =yl = 1,
Donc, (F%)? © X et par cardinalité, on a égalité.

- -1
Ainsi, —1 € (F})* < (—1)'1)2_1 — 1P 5 est pair < p =1 [4]. O

Théoréme des deux carrés de Fermat :
Soit n € N\{0, 1} dont la décomposition en facteurs premiers est H pUr™.
Alors, n € ¥ ssi v,(n) est pair pour p = 3 [4]. peP

Démonstration. (<) Il suffit de voir que X est stable par multiplication.
En effet, par les entiers de Gauss, on a n € 3 <= 3z € Z[i], n = N(2).
Par conséquent, pour n,n’ € ¥, 3z, 2’ € Z[i], n = N(z) et n’ = N(2'). Donc par 1'égalité
de Lagrange, pour z = a+ibet 2/ = c+id, on a
nn' = N(2)N(2') = (@® + b*)(c* + d*) = (ac — bd)* + (ad — bc)* €
Soit p e P.
e Sip=2oup=1 [4] alors par le théoreme précédent, c’est un élément de ¥ et donc
p?»(") e 3 par stabilité par produit.
e Si p = 3 [4] alors par hypothese v,(n) est pair et p’»(™ est alors un carré donc il
appartient a >.
Au final, n est un produit d’éléments de ¥ donc n € X.

(=) Supposons n € X. Soit p = 3 [4]. On veut montrer que v,(n) est pair.
Vk € N, on pose Hy, : si v,(n) < k alors v,(n) est pair.

Pour Hy, on a v,(n) = 0 donc c’est clair.

Soit k € N tel que Hy soit vraie. On suppose v,(n) < k + 1.

Par définition de n, on a p|n = a® + b* = (a + ib)(a — ib).

Or p est premier donc par le lemme de Gauss, p|(a + ib) ou p|(a — ib).
Donc p|a et p|b. Ainsi, p* | n.

Par conséquent, v, % =vy(n) —2 < kcarv,(n) <k + 1.

n
D’apres Hy, on a alors v, (}?2) pair et donc que v,(n) est pair. D’ott Hj41. ]

Remarque. Ce théoreme permet de déterminer les éléments irréductibles de Z[i] (aux
éléments inversibles pres) : les p € P avec p = 3 [4] et les entiers de Gauss a + ib dont la
norme a® + b* est premier.

Lemme : Soit A un anneau. Soient a,b € A. Alors, (4/(a))/(b) ~ A/(a,b).

Démonstration. On pose les injections canoniques m, : A — A/(a) et m,p : A — A/(a,b).
Comme (a) < (a,b), par la propriété universelle des quotients, il existe un morphisme
d’anneaux T, : A/(a) — A/(a,b) tel que Tqap 0 Ty = Tap-

D’apres le 1° théoréme d’isomorphisme, Im(7,;) ~ (A/(a))/Ker(7.p). Or Im(7op) =
Im(m,p) = A/(a,b) et z € Ker(T,p) < map(x) =0 < x € (a,b) < & € (b). O

Lemme de Gauss : Soient a,b,c € N*. Si a | be et si pged(a,b) = 1 alors a | c.

Démonstration. Comme pged(a,b) = 1 alors par le théoreme de Bézout, il existe u, v € Z
tels que au + bv = 1. Donc (ac)u + (be)v = ¢. Or a | ac et a | be donc a | c. O



