Equation de la chaleur sur le cercle

o Isenmann, Pecatte, L’oral a l'agrégation de mathématiques. (170-175)

Soit ug € L*([0,27]) dont on note VYn € Z, d,, ses coefficients de Fourier. Il existe une
unique fonction u : R™* x R — R telle que
o VYt >0, u(t,-) est 2m-périodique.
e les fonctions dyu et 0,,u sont bien définies et continues sur RT* xR et du = d,,u
sur RT* x R.
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o u(t,-) ﬁ; Up-

De plus, la fonction u est de classe C* sur R™* x R.

Démonstration.
o Analyse : Supposons qu'il existe u une telle fonction. Soit ¢ > 0. Comme u(t, -) est de
classe C! sur R et 27r-périodique, alors d’aprés le théoréme de Dirichlet,
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VeeR, wu(t,z)= Nlir-I&-loo n;N cn(t)e ol ¢, (t) = cn(ult,")) = %L e "u(t,x) dz
Donc, la donnée de (¢, (t)):~o nous permettra de déterminer u. On cherche donc a calculer
ces coefficients a 1’aide d’équations différentielles.
On doit dériver I'expression de ¢, (t) sous signe intégral sur un segment [ < R** :
* Yz € [0,27], t — e "u(t, ) est de classe C* sur I.
* Vtel, x— e ™yt x) est continue (donc mesurable) sur [0, 27].

* V(t,x) eI x [0,27], |e”™ Qu(t, )| < sup |0yu| = cste (intégrable sur [0, 27]).

0,27 x T

Le théoréme de dérivation sous signe intégral assure que ¢, est de classe C' sur tout
segment I de R™ donc sur R™* et pour tout ¢ > 0,
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a(t)=— e "ot x)dr = f e "0 u(t, x) do
2 0 21 0

= (Opeu(t, ")) = inc, (Opu(t, ")) = —n’ea(ult, ) = —n’c,(t)
Ainsi, il existe a,, € R tel que ¥t > 0, ¢,(t) = a,e~™t. Déterminons les réels a,,. On a

VreR, Vie R™, wu(t,z) = Z e et

neZ

Comme ug, u(t,-) € L*(|0, 27]), alors par la formule de Parseval, on a V¢ > 0,

Ju(t, ) — ol = 3 fane ™ — dyf? — 0

nez

par convergence dans L2. Or chaque terme est positif, donc chacun tend vers 0.
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Ainsi, Vn € Z, a,, = d,,. Par conséquent, Vx € R, Vt € R™, u(t,z) = Z d,e " e,

neZ
e Synthése : Montrons que la fonction u précédente convient.
* Vit > 0, u(t,-) est 2m-périodique (car 'exponentielle complexe est 2im-périodique).

* La formule de Parseval donne [ugl3 = Z |d,|*. Donc Vn € Z, |d,| < |uo|2-
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vt > to, = |dy(—n?)"e ™" (in)" ™| < [ugl|n[** P




Comme la série de droite est convergente et indépendante de t et de x, alors la série
de terme général d,,(—n?)%e ""!(in)’e™* est normalement convergente.

Ainsi, u et toutes ses dérivées convergent normalement sur [to, +oo[ xR.

On en déduit que u est de classe C* sur [tg, +o0[ xR pour tout ¢, > 0, donc sur
RT* x R. De plus, dyu et d,,u sont continues.

Par convergence normale, on peut dériver terme a terme et sur R™* xR, dyu = 0,,u.
En appliquant le théoréeme de Parseval a u(t,-) — ug, on a
[ut,) = uoll3 = X ldn = cn(®)]” = X ldal?[1 = e > < D [dnf* = uo]3 < +o0
nez nez nez

encore une fois par le théoréeme de Parseval pour ug € L*([0, 27]).
On a donc une majoration qui permet d’appliquer le théoreme de convergence do-
minée (indépendante de t) :
: —n? : 2 —n?t|2
lim [, 1 — e 2 = 3 lim [ P[1— e = 0
nez nez

Donc, u(t,-) converge vers ug dans L?([0, 2]) lorsque ¢ — 0. O



