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Soit u0 P L2pr0, 2πsq dont on note @n P Z, dn ses coefficients de Fourier. Il existe une
unique fonction u : R`˚ ˆ R Ñ R telle que

• @t ą 0, upt, ¨q est 2π-périodique.
• les fonctions Btu et Bxxu sont bien définies et continues sur R`˚ ˆR et Btu “ Bxxu

sur R`˚ ˆ R.
• upt, ¨q

L2
ÝÑ
tÑ0

u0.

De plus, la fonction u est de classe C8 sur R`˚ ˆ R.

Démonstration.
• Analyse : Supposons qu’il existe u une telle fonction. Soit t ą 0. Comme upt, ¨q est de
classe C1 sur R et 2π-périodique, alors d’après le théorème de Dirichlet,

@x P R, upt, xq “ lim
NÑ`8

N
ÿ

n“´N

cnptqeinx où cnptq “ cn

`

upt, ¨q
˘

“
1

2π

ż 2π

0
e´inxupt, xq dx

Donc, la donnée de pcnptqqtą0 nous permettra de déterminer u. On cherche donc à calculer
ces coefficients à l’aide d’équations différentielles.
On doit dériver l’expression de cnptq sous signe intégral sur un segment I Ă R`˚ :

‹ @x P r0, 2πs, t ÞÑ e´inxupt, xq est de classe C1 sur I.
‹ @t P I, x ÞÑ e´inxupt, xq est continue (donc mesurable) sur r0, 2πs.
‹ @pt, xq P I ˆ r0, 2πs, |e´inxBtupt, xq| ď sup

r0,2πsˆI

|Btu| “ cste (intégrable sur r0, 2πs).

Le théorème de dérivation sous signe intégral assure que cn est de classe C1 sur tout
segment I de R`˚ donc sur R`˚ et pour tout t ą 0,

c1
nptq “

1
2π

ż 2π

0
e´inx

Btupt, xq dx “
1

2π

ż 2π

0
e´inx

Bxxupt, xq dx

“ cnpBxxupt, ¨qq “ incnpBxupt, ¨qq “ ´n2cnpupt, ¨qq “ ´n2cnptq

Ainsi, il existe αn P R tel que @t ą 0, cnptq “ αne´n2t. Déterminons les réels αn. On a

@x P R, @t P R`˚, upt, xq “
ÿ

nPZ
αne´n2teinx

Comme u0, upt, ¨q P L2pr0, 2πsq, alors par la formule de Parseval, on a @t ą 0,

}upt, ¨q ´ u0}
2
2 “

ÿ

nPZ
|αne´n2t

´ dn|
2

ÝÑ
t Ñ 0

0

par convergence dans L2. Or chaque terme est positif, donc chacun tend vers 0.
Ainsi, @n P Z, αn “ dn. Par conséquent, @x P R, @t P R`˚, upt, xq “

ÿ

nPZ
dne´n2teinx.

• Synthèse : Montrons que la fonction u précédente convient.
‹ @t ą 0, upt, ¨q est 2π-périodique (car l’exponentielle complexe est 2iπ-périodique).
‹ La formule de Parseval donne }u0}2

2 “
ÿ

nPZ
|dn|

2. Donc @n P Z, |dn| ď }u0}2.

@t ě t0,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dn
Bae´n2t

Bta

Bbeinx

Bxb

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |dnp´n2
q

ae´n2t
pinq

beinx
| ď }u0}2|n|

2a`be´n2t0



Comme la série de droite est convergente et indépendante de t et de x, alors la série
de terme général dnp´n2qae´n2tpinqbeinx est normalement convergente.
Ainsi, u et toutes ses dérivées convergent normalement sur rt0, `8rˆR.
On en déduit que u est de classe C8 sur rt0, `8rˆR pour tout t0 ą 0, donc sur
R`˚ ˆ R. De plus, Btu et Bxxu sont continues.

‹ Par convergence normale, on peut dériver terme à terme et sur R`˚ ˆR, Btu “ Bxxu.
‹ En appliquant le théorème de Parseval à upt, ¨q ´ u0, on a

}upt, ¨q ´ u0}
2
2 “

ÿ

nPZ
|dn ´ cnptq|

2
“

ÿ

nPZ
|dn|

2
|1 ´ e´n2t

|
2

ď
ÿ

nPZ
|dn|

2
“ }u0}

2
2 ă `8

encore une fois par le théorème de Parseval pour u0 P L2pr0, 2πsq.
On a donc une majoration qui permet d’appliquer le théorème de convergence do-
minée (indépendante de t) :

lim
tÑ0

ÿ

nPZ
|dn|

2
|1 ´ e´n2t

|
2

“
ÿ

nPZ
lim
tÑ0

|dn|
2
|1 ´ e´n2t

|
2

“ 0

Donc, upt, ¨q converge vers u0 dans L2pr0, 2πsq lorsque t Ñ 0.


