Le critére de WEYL

Le critére de WEYL consiste en un critére pour qu’une suite soit uniformément répartie modulo 1,
c’est-a-dire que le nombre de termes dans un intervalle de [0, 1[ soit proportionnel a la longueur de cet
intervalle. Le développement consiste en une équivalence (i) <> (ii) <> (iii). Les legons valides sont :

209 APPROXIMATION D’UNE FONCTION PAR DES FONCTIONS REGULIERES. EXEMPLES ET APPLICA-
TIONS.
On utilise explicitement le théoréme de WEIERSTRASS trigonométrique, conséquence directe du
théoréme de FEJER, et on approche la fonction indicatrice par deux fonctions continues. Pa-
rallélement, on utilise également I'approximation d’une fonction continue par des fonctions en
escalier, issue de la construction de l'intégrale de RIEMANN!

223 SUITES NUMERIQUES. CONVERGENCE, VALEURS D’ADHERENCE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Les rapports du jury appellent d’eux-méme & un développement sur I’équirépartition : « Les
candidats solides pourront s’intéresser par exemple a l’équirépartition ».

246 SERIES DE FOURIER. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

On utilise clairement les séries de FOURIER, et le théoréme de WEIERSTRASS trigonométrique,
conséquence directe du théoréme de FEJER.

DREVETON, LHABOUZ le suggérait dans la lecon 224 EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTO-
TIQUES DE SUITES ET DE FONCTIONS. mais je trouve que c’est un détournement du titre de la lecon.

La référence usuelle est FRANCINOU, GIANELLA et NICOLAS 2007, Analyse 2, qui traite aussi ’exemple
des (n~v), équiréparti si et seulement si 7y est irrationnel, mais attention elle contient une erreur (p eN*
Z*) et expédie la fin. J’ai fait le choix, pour corriger cela, de présenter une autre version
d’énoncé et de preuve du critére, en parlant d’équidistribution modulo 1 d’une suite réelle et
non d’équidistribution d’une suite dans [0, 1[. Il est bien évidemment équivalent d’étudier une suite
réelle modulo 1 et la suite de ses parties fractionnaires sur [0,1[, mais dans la pratique cela nous
évite des élucubrations autour de I'approximation d’une fonction non-périodique par le théoréme de
WEIERSTRASS. .. Ici, on prolongera toutes nos fonctions par 1-périodicité, et basta. Ainsi, les détails
different du FGN (faire attention a bien préciser les prolongements par périodicité) mais on se libére
de la pédanterie finale.

La méthode suit au final celle du trés bon ouvrage STEIN et SHAKARCHI 2003, Fourier Analysis, qui
contient des exercices et problémes supplémentaires, malheureusement non corrigés, ainsi que des inter-
prétations en termes d’ergodicité d’un systéme dynamique, qui peut faire écho au théoréme ergodique
de VON NEUMANN présent dans BECK, MALICK et PEYRE 2005, Objectif Agrégation (lecons 208,
213), ou en physique avec l'angle d’un rayon lumineux. Pour aller plus loin, la bible de I’équiréparti-
tion est le livre de KUIPERS et NIEDERREITER 1974, Uniform distribution of sequences. En francais,
on se passionnera par RAUzY 1976, Propriélés statistiques de suites arithmétiques.
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Le critére de WEYL

1 Définition

Définition 1
Une suite (uy,)n>1 est dite équidistribuée ou uniformément répartie sur [a, b] si pour tout intervalle

[e,d] < [a,b],

lim #l<n<N:uyelcd}] d—c
N—+o0 N _b—CL.

Dans la suite de cette section, on s’intéressera a 1’équirépartition sur [0, 1[, ou modulo 1 : une suite est
équidistribuée modulo 1 si pour tout intervalle [a, b[< [0, 1],

iy PSP SN Qua) € a, b}

=b—a.
N—+4w N “

Remarquons qu’il est équivalent d’étudier I’équidistribution d’une suite réelle modulo 1 ou de la suite
des parties fractionnaires de ses termes dans [0, 1].

2 Le critére de WEYL

On énonce ainsi le critére de WEYL, donnant une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite soit
)

équidistribuée modulo 1. Pour prouver ce résultat, on introduit un autre critére pour 1’équidistribution

modulo 1, qui permet de se ramener & un probléme d’analyse.

Théoréme 2 (FRANCINOU, GIANELLA et NicoLAs 2007, Ex 17)

Soit (uy)n>1 une suite réelle. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) la suite (un)n>1 est équidistribuée modulo 1;

(ii) pour toute fonction continue et 1-périodique f: R — R, on a :

(iii) pour tout entier k # 0,

kau
(g— 2

Le critére de Weyl correspond & l’équivalence entre (i) et (iii). Le critére intermédiaire est nommé
critére intégral de Riemann.

Démonstration: Montrons (i) = (ii). Soit (uy,),>1 une suite équidistribuée modulo 1. Commengons par
prouver ’égalité pour f fonction caractéristique d’un intervalle.

Soit ]a, b[ un intervalle de [0, 1] et notons xj4[ la fonction indicatrice de I'intervalle Ja,b[, que I'on prolonge
par 1-périodicité. Par conséquence, on peut noter que

N

IS0 <N Can) lastl) = 3] (i)
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De plus, S(l) X]a,b[(x) dx = b — a. Ainsi, on obtient :

1

N
) 1
VL 7 2 Xeo0n) = [ )

Par linéarité, I’équation 1 est vraie pour toute fonction en escalier. Montrons la enfin pour tout fonction continue.
Soit f une fonction continue 1-périodique. Sans perte de généralité, on considére sa restriction sur [0, 1], que
l’on note également f. Soit € > 0. Par construction de l'intégrale de Riemann, il existe deux fonctions en
escalier fi et fo définies sur [0, 1], telles que pour tout = € [0,1], f1(z) < f(z) < fa(x), et également telle que
Sé(fg (x) — fi(x) dz < e. On a alors la suite d’'inégalités :

<lpmint 3y 33 /) < limp ;30
N 1 1
< Nlinioo Z 2 (un) . fo(x) dz < . flz)dx +¢

Le choix de € étant arbitraire, on obtient alors ’égalité 1.

Montrons (ii) = (i). Soit (uy)n>1 une suite réelle, et supposons que 1 est vraie pour toute fonction continue
1—périodique. Comme précédemment, on souhaite approcher la fonction indicatrice de tout intervalle de [0, 1]
par une fonction continue. Sans perte de généralité, on considére la restriction de f a [0, 1].

Soient [a,b[ un intervalle de [0,1], et &€ > 0. Il existe deux fonctions continues f; et fo sur [0, 1], telles que
J1(0) = fi(1) et f2(0) = fo(1), qui approchent xp,p; & € prés, c’est-a-dire qui vérifient pour tout = € [0, 1],
fi(z) < f(z) < fa(z), et Sé f2(x) — fi(x) dz < 2e. On prolonge alors ces fonctions par 1—périodicité sur R.
Ces fonctions vérifient

1 1 1 1
bfa725<Jf2($)d:17726<ff1(x)d:r et Jfg(x)gffl(x)dx+2€dx<bfa+25.
0 0 0 0
Comme Sy(a,b) = #{1 <n < N :{u,)e€a,b[} = Zn 1 X[a,b[(Un), o0 a les inégalités
1 & Sn(a,b) 1 &
LY A < D < LS ),
n=1

Ainsi, par 'hypothése, on obtient

! o1 . . Sn(a,b)
b—a—2< . fi(z) dx = ngilocﬁgl filuy) < kfg}rnogT
De méme, par hypothése on a la majoration
Sy(a,b) 1 & Jl
limsup ——* < lim — Up) = z)dr <b—a+ 2.
imsup == < lim N; folun) = | fa(a)
Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on obtient I’existence de la limite, d’otu limy_, 1 o Sy ](\? b) b—a,

et la suite est équidistribuée.
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On pourra préciser ces fonctions par des jolis graphes colorés tracés au tableau, le jour de [’oral.

De telles fonctions peuvent étre construites explicitement. Considérons d’abord le cas I = [a, b[, avec les valeurs
0 < a < b < 1. On considére les suites de fonctions continues (¢,,), et (¢,,), définies sur [0, 1] par :

Opour z € [0,a— 2]u b+ 1,1] 0 pour z € [0,a] U [b,1]
¥n = { 1 pour z € [a,b] et Y, = 1pourme[a+%,b—%]
affine sur [a — L, a] et [b,b+ 1] affine sur [a,a + +] et [b— L, b]
Pn
1 ,,,,,,,,,,,
0 1 a b1 1
a—12 b+1

Alors, pour ¢ > 0 fixé, il existe s € N* tel que % < g, et on prend alors f1 = ¥ et fo = ;.

Si I = [a, 1] pour a > 0, on doit alors considérer des suites de fonctions similaires, mais ou la 1-périodicité joue
un role crucial. On considére les suites de fonctions continues (¢,,), et (¥,,), définies sur [0, 1] par :

0pour z€[L a—1] Opourz€[0,a+ 2]ouz =1
¢n =14 1pour z=0o0uzEe [a,l] et Y, = 1pourxe[a+%,1—%]
affine sur [0, 1] et [a — 1, a] affine sur [a,a + ] et [1 — L,1]

On traite de maniére symétrique le cas I = [0,b[, avec b < 1. Le cas ou I = [0, 1] est évident. Dans tous les cas,
on a construit des fonctions continues sur [0, 1], vérifiant f(0) = f(1), et qui coincident avec x4 5[ sauf sur des
intervalles de longueur totale 2¢.

(ii) = (iii) Pour tout entier k # 0, la fonction x — €27 g¢crit e2™* = cos(2rkz) + isin(2rkzr), somme
de deux fonctions continues sur [0,1], & valeurs dans R. On peut donc appliquer (ii) & chaque fonction, et
par linéarité de la somme et de ’intégrale, on obtient, pour tout k # 0 :

1 N vink 1 _— e2i7rk:t 1
lim — eXt U — e“ M dt = - =0.
N—+wo N 7;1 L [ ik :ItO
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(iii) == (ii) Supposons que pour tout k # 0, limy_, 4o %22;1 e?mkun — (0. On a donc égalité 1 car

Sé ™kt dt = 0. C’est également trivialement le cas pour k = 0, car + 25:1 e2imOun — 1 = Sé €20t dt. Ainsi,

on a bien im0 & Yoy f(un) = Sé f(t) dt pour toute fonction x > e2™k®

cas pour tout polyndéme trigonométrique.

. Par linéarité, c’est également le

Soit f une fonction continue 1-périodique sur R, et soit € > 0. Par le théoréme de Weierstrass trigonométrique,
il existe un polynéme trigonométrique P tel que |f — P|,, < /3. Par ce qui précede, il existe N € N* tel que

1

N 1
¥ 7;1 P(uy) — L P(t)dt| < ¢/3.
Alors, pour tout n = N, on obtient
1 & ! 1 & 1 & ! !
N ) = | S0 < 5 3 1)~ Pl + | 3 PG~ [P0+ [P0 - s @)
<e/3+¢/3+¢/3. (4)

Cela prouve le résultat.

3 Applications

Soit v € R\ {0}. On considére la suite des multiples de v modulo 1, ce qui correspond & la suite des
parties fractionnaires de ces multiples :

Vn e N* u, = (ny).

A partir du critére de Weyl, il est facile de montrer que cette suite est équidistribuée sur [0, 1[.

Proposition 3

Soit v > 0. La suite (n7y), est équirépartie modulo 1 si et seulement si v ¢ Q.

Démonstration: Siy € Q, la suite (uy,), est périodique, donc a fortiori non dense, et ainsi non équirépartie
modulo 1.

Soit v ¢ Q. On va utiliser le critére de Weyl, ce qui est aisé car on se rameéne a la somme de termes d’une suite
géométrique. En effet, comme v ¢ Q, pour tout k # 0, on a 2™ % 1. Soit k € Q. On obtient, par somme d’une
suite géométrique :

e27rik'y 1— eQﬂ'ik:N’y

1 N

- Z e27rik:n'y _

N N 1 ezmiky
n=1

; . 1_2mikNy i . . R
Or, [e2™*N7| = 1, donc la suite HEGW est bornée. Ainsi, le membre de droite de ’égalité tend vers 0 lorsque

N tend vers +o0, donc par le critére de Weyl, la suite (n7y) est équirépartie modulo 1, donc la suite (nvy) est

équidistribuée dans [0, 1[.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 N=10
00000 0000000000 00 000 00 000 00 00
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 N=30

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 N =100

FIGURE 1 - Premiers éléments de la suite (nv/2)n<n
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On peut de méme s’intéresser & d’autres exemples, comme 1’équidistribution de la suite (1/7)nen.

On prouve ici, directement avec le critére de Weyl, que toute suite de la forme ((n?)),, avec o < 1 est
équidistribuée sur [0, 1[.

Proposition 4 (STEIN et SHAKARCHI 2003, Chp 4, Ex 8)

Soit a # 0 et 0 < o < 1. La suite (an?),, est équidistribuée modulo 1.

2mwibn?

Démonstration: On va étudier la somme ij:l e (pour tout b # 0), en la comparant avec l'intégrale

correspondante afin d’obtenir la convergence vers 0.
Soit b # 0. D’un coté, on a :

N N
Z 62171'1771 _ J e2z7rba: dx
n=1 1

Par I'inégalité des accroissements finis appliqué a la fonction t — e

N N
: o N o
2 e227rbn _ J 62z7rbz dz
n=1

1

—1 n+1 ) ) . N-1 n+1 . .
_ Z J (627,7rbn _ 6217rbw ) dz + e2l7rbN < Z J ‘6217rbn _ eQzﬂ'bm dr+1.
n=1+v"

n=1v"

-
2¢mbt ,on a:

N—-1 n41
< Z f 27|b||n — 27| dz + 1.
n=1+v"

De 1a, on obtient une borne en N7 pour ce terme, par :
N—-1 ~n+1 N—-1 sn+1
Z J- 27|b||n — 27| dz + 1 < 27D Z J (n+1)7 —n? de + 1 < 27|b|N7 — 2x|b] + 1.
= n n=14vn

De méme, en effectuant une intégration par parties, on obtient :

N ) N ml—a )
J eZimbe dx=f (2mibo)x® ~1e? ™" dg

1 1 Qﬂ-ZbO-
_ N N _
_ Z‘l 7 eQi-rrb:c” _ J (1 — 0')13 o€2i7rb3:” dz
2mibo el 1 2mibo ’

Ainsi,

. - .
N17¢7627,7rbN _ e2z7rb
<

+ fN d=0)a? 4,

1 |2iwbo|

N
: o
f teﬂ'bm dz
1

2¢mbo

N=o +1 N (1-o0)
27 |blo 27 |blo

1—0o

En combinant ces deux résultats, on obtient

N N N
Z eQzTrbn Z eQm’bn _ J e?wrbw dx
n=1 n=1 1

On peut alors utiliser le critére de Weyl. Pour tout k # 0, on a :

N
l Z e2i71'kan‘7
N n=1

(2—0)N'77 +1

<
27 |blo

+

N .
f eQwrbac dz
1

< 27|b|N° +

2—-0)N"7+1

< 27|ka| N1
kel * 27 |kalo S—

)

ou la convergence est assurée car 0 < o < 1. Ainsi, la suite est équidistribuée modulo 1. |

Le critére de Weyl permet également de démontrer le caractére non-équiréparti d’une suite.
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Proposition 5 (STEIN et SHAKARCHI 2003, Chp 4, Ex 9)

Pour tout a € R, la suite (alogn), n’est pas équidistribuée modulo 1.

Démonstration: On procéde de la méme maniére que précédemment. Si a = 0, la suite est nulle donc non
équidistribuée. Supposons a non nul. Soit b # 0. On réécrit la somme comme suit :

. N . N . N .
eQ'LTrblogn _ J 6217Tblogm dr + 2 eZm’blogn _ J eQm’b log dz | .
1 = 1

N
n=1

D’un cété, on a :

N

_ N N—-1 rn+1 _ _ )
eQm’blogn 7J\ 627,7rl7log:1: dzl = Z J (627,7rblogn - 6217Tblogx) dz + 6217rblogN
1 =1 Jn

n=1

N—-1 sn+1
< Z J |€217rblogn _6217rb10gx| dz + 1.
n=14Y"n

2imblogt

Par l'inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction t — e , on obtient une borne en log N :

N N
eQwrblogn _ J eQzTrblogm dx

N—-1 ~n+41
< Z f 27|b|| logz — logn| dz + 1
1 n=14Jn

n=1

N-1 ~n41

< Z J 2r|b|logn + 1 —logn dz + 1
n=1vn

< 2m|bllog N + 1.

Ainsi,
N N
Z 6217rb10gn - J 62'L7rblogﬂc dx

n=1 1

logN 1

1
N < 27T|b|

D’un autre coteé,

N N i 2i7h 1
ij eQiﬂ'blogm dx:if l,?iﬂ'b dx:iNz b+1_1 _ N ~ N
N ), N ), N 2inb+1 2imh + 1

Or, |N2im| = |e2imblog N| — 1 donc N?" ne tend pas vers 0.

Le terme % 25:1 e?mblogn st somme de 5 qui tend vers 0 lorsque N tend vers +c0 et d’un terme qui ne tend

pas vers 0. Ainsi, pour tous a, k # 0,

. 1 5
lim 76217rkalogn £ 0.
N—+wo N

La suite ((alogn)), n’est pas équidistribuée modulo 1.

4 Questions possibles

Montrer qu’une suite équirépartie sur [0, 1] est dense sur cet intervalle.

Considérons un sous-intervalle [a, b[ < [0, 1], avec a < b. Comme #{KngNN: un€labl} tend vers b—a > 0,
il existe un rang M tel que #{1 < n < N : u, € [a,b[} > 0 pour N > M. Ainsi, il existe au moins
un indice n tel que u, € [a,b[. Ainsi, il existe un élément de {u,,n > 1} dans tout sous-intervalle de
[0,1] : la suite est dense.
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Comment pourrait-on montrer que la suite (ny) est dense dans [0, 1[ sans utiliser le critére
de Weyl ?

par le principe du tiroir, pour tout entier naturel m, il existe 7,5 € {0,...,m + 1} distincts et
ke {0,.. — 1} tels que (), {jy) € [k k“[ On a alors ((i — j)v) < L. Ainsi, pour tout z € [0, 1[,
il existe n e N tel que |z — (n(i — j)y)| < L. Tout point de [0,1[ est & distance d’au plus - de
I'ensemble {{(n(i —j)v),n € Z}. Ceci étant vrai pour tout m; pour tout £ > 0, en choisissant un m
suffisamment grand tel que % < g, on trouve que l'ensemble {{nvy),n € Z} est dense dans [0, 1[.

cf. https://math.stackexchange.com/questions/189397/why-is-this-quotient-space-not-hausdorff

Quelle interprétation avec des variables aléatoires 7
Laissé en exercice aux probabilistes.

Comment peut-on interpréter le fait que la suite ({logn)), ne soit pas équirépartie ?
Quand N — +00, log N croit trés lentement (le graphe de log vers l'infini est presque plat), donc de trés
nombreux termes vont s’accumuler dans le méme décile d’un intervalle. Ce phénoméne peut se constater
lorsque l'on trace 'histogramme des 250 000 ou 500 000 premiers termes de u, : de nombreux termes
vont s’accumuler dans le décile [0, 0.1, avant d’en accumuler encore plus dans le décile [0.1,0.2]. ..

On peut quantifier cela : si (log N) = ¢, pour k suffisamment petit de sorte que k¢ < 1 (afin de rester
dans la méme unité, ie. que la partie fractionnaire ne nous fasse pas sauter au 0 suivant), on atteint
kc = k{log N) = (log N¥). Donc si (log N) ~ 0.01, il faut aller & N'° pour atteindre le décile suivant
(log N9y ~ 0.1.

Montrer qu’une suite (u,),>1 & valeurs dans [0,1] est équidistribuée modulo 1 si et
seulement si pour toute fonction intégrable au sens de Riemann f : [0,1] —» R, on a

1
a4 - [row

Une fonctlon continue et 1-périodique est évidemment intégrable au sens de Riemann sur une période
[0,1]; et le critére précédent s’applique. Réciproquement, soit f : [0,1] — R une fonction Riemann-
intégrable, et (uy), une suite équidistribuée modulo 1. Soit 0 = xp < 1 < -+ < zy = 1 une
subdivision de 'intervalle [0, 1]. Posons les fonctions suivantes fi; et f; définies par :

fulz)=sup f(y) pourze[zj_i,x;[ et fr(z)= inf f(y) pourze [z;_1,z;[.

T 1<YST; ZTj-1SYST;

On a alors fr, < f < fy, et donc Sé fo(t) dt < Sl f(t) d

0
subdivision de [0, 1] telle que
1 1
f fu(z) dz —f fo(x)de <e
0 0

Comme f1, et fy sont des combinaisons linéaires de fonctions indicatrices d’intervalles, comme prouvé
précédemment (cf. (i) = (ii) du théoréme précédent), on a

So fu(t) dt. Soit e > 0. Il existe une

1 & ! 1< !
iy 3 ) = [ @ e gim 5 3 i) = [ oo

On a donc le résultat suivant :

Nt N —+0 N

1
lim Z fu(un) — hm N Z fr(un) <e,
=1

d’ott impy_ 4 o0 = N Zn 1 f(un) So
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Comment construire une suite telle que w tende vers une fonction de a et de b, qui
n’est pas b—a?

Soit (up)n une suite équidistribuée sur [0,1[. On considére (v, ), définie par

o 0 sin=2k
") w sin=2k+1.

Alors la moitié des termes de la suite sont nuls, et on obtient limy_, 44
avec la suite ({(logn)), ci-dessus, pour qui Sn(a.b)

w = I’_Ta. Cela contraste
n’admet pas de limite.
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