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DEVELOPPEMENT : OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

Dans la suite, (€2, A, i) est un espace mesuré, et on suppose que H = L>(£2, A, 1) est séparable. Soit T € L(H).
Définition 1

] On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt s'il existe une base hilbertienne (e, )nenw de H telle que la
série Jrzo]oo |Ten|? converge.

On note /8 (H) lensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H.

1 — Le développement
zhéoréme 2
TeHAS(H) = T" € #5(H)

+0
De plus, la valeur de Y ||Te,|* ne dépend pas du choix de (e )nen.

n=0

Démonstration :

» Supposons que T € .#5(H). Il existe une base hilbertienne (e, )nen de H telle que Y] [Ten|? converge. Soit (fx)ren

nelN

+o
une autre base hilbertienne de H. Pour tout n € IN, d’aprés Pégalité de PARSEVAL, |Te,|® = 3 [{(Ten | fid|?,
k=0

donc:: +0 +0 +ow +00 +o0 +o0 5
2o lTenl® =35 DK Ten | fio =35 D5 1<en | T*fi) = 30 [T*fi]
n=0 n=0k=0 k=0n=0 k=0

d’apres le théoréme de FUBINI-TONELLI. Donc T%* € J5(H).

» L’arbitrarité du choix de (fx)ren montre 'indépendance du choix de (en)nen, et permet de montrer la réciproque
en remarquant que T** = T. |

Propriété 3
(HS(H),{- | -)5) est un espace de Hilbert,
+o0

ot pour tout (S,T) € HS(H), (T | Sy, = Z (Tey | Sep). On note |-|, la norme associée.
n=0

Démonstration: Déja, J5(H) est un sous-espace vectoriel de £(H) : grace au théoréme précédent, on peut prendre
une base hilbertienne (e,)nen quelconque, et si T' et S sont deux opérateurs de Hilbert-Schmidt, alors :

Z (T + S)en|” < (Z [Ten|? + Z |Sen| > < +o0.

n=0

Ensuite, pour tous (S,T) € J#S(H) et N € N, d’aprés I'inégalité de CAUuCHY-SCHWARZ dans #H puis dans RV !,

N N N % N %
2, {Ten | Seny| < D) | Tenl | Senll < <Z |T6n|2) (Z |56n|2> <|Tly IS, (< +0)
n=0 n=0 n=0

n=0

et donc (S | T, est bien défini. On vérifie immédiatement que c’est un produit scalaire.
Etudions maintenant la complétude : soit (Th)new € H#S(H)N de Cauchy. Soit © € H de norme 1 : on peut compléter
() en une base hilbertienne (ex)rew de H, de sorte que pour un opérateur S € %(’H) on a ||Sz|* < |S|3. Ainsi, pour

tout & € H, < |8y, donc ||Sz| < ||S|, |«|, donc ||S]| < [S|l,. Pour S = — T € HS(H) avec (n,m) € IN?
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quelconque, on a donc || T3, — Tonl| < |Tn — Tilly, €t donc (T )new est de Cauchy dans L£(#H). Ce-dernier étant complet,

L, 7. Montrons que T € HS(H) et Ty L, 7. Soit & > 0. Soit

(Tn)nen y converge. Notons T sa limite : T, N
— 400

n—+0o0

M € IN. 1l existe K € IN tel que pour tous m = K et n > K, |T,, — Tin|| < +/€/M. De la,

M
|Tner = Tmex|* < 35 I Tn = T ll® Jes ‘<
k=0 e

M=

k

0

M
En faisant tendre n — +00, on obtient : Y ||Tex — Tmex|” < e. Ainsi, quand M — +00, on obtient que T — T, € H#S(H),
k=0

donc T € HS(H), et |T — T, <€, a fortiori Tr, (S T .

—+00

2 — A ajouter s'il reste du temps

Lemme 4

L’ensemble des opérateurs de rang fini est dense dans J#S(H).

Démonstration: Soit T € S5 (H). On sait que T™* € H#S(H). Soit (en)nen une base hilbertienne. On a :

Foo
3 2 . . 1 2
M T en|” < 40 donc Ve>0, INeN: > [T*e,.| <e
n=0 n=N+1
N
On définit Ty : f— > (Tf | enyen : c'est un opérateur de rang fini, car a valeurs dans Vect(eo,...,en). Par ailleurs,

n=1

pour tout f e H :

(T—=Tn)f = ), (Tf| eyen donc |(T—=Tn)fI>= >, [KTf]| e

n=N+1 n=N+1

donc d’aprés le théoréme de FUBINI-TONELLI :

+00 +00 +00
. : a a - : a a - : a 2
YT =Tn)er]> =D, > KTer | enyP= D D [Tex | ey = D [T¥en|” <

k=0 k=0n=N+1 n=N+1k=0 n=N+1

m

Donc |[T — Tn|| <
On a bien montré que I’ensemble des opérateurs de rang fini est dense dans S (H), pour [|-|| et pour |-|,. |

T —Tn|, — 0 : ainsi, tout T' € JS(H) est limite (uniforme) d’une suite d’opérateurs de rang fini.

3 — Autre possibilité d’ajout (moins pertinente)
Ehéoréme 5

TeMS(H) «—=IKe L’ (QxQuu): T = [TK:f»—»LK(m,-)fdu]

Démonstration :
Montrons que tout opérateur & noyau de carré intégrable est de Hilbert-Schmidt. Commengons par montrer que ce

sont, des opérateurs continus. Pour tout f € H et pu-presque tout x € €,
1
2

ITf(z)] = UQK(mf(y) du(y)' C U, ( [ 1@ du(y))

donc :
L ITF (@) du() < | £]2 f j K (2, 9)? duy) due) < [£12 1K 20 en

2
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donc T'f e H et | T < HKHig(QXQ) <+ (car K € L*(Q x Q, 1 ® p) par hypothése), donc T € L(H).

Montrons maintenant qu’un tel opérateur est de Hilbert-Schmidt : soit (e, )nen une base hilbertienne de H. Pour tout
(m,n) € IN?, on définit e, ® &m : (2,y) + en(z)em(y). On admet que (€, ® &m)n.m est une base hilbertienne de
LQ(Q X Q, u® p). On peut alors écrire K = Y| anm €n ® €m avec an,m = (K | en ® &x). De plus, pour tout n € IN,

n,m

Ten(x J K(z,y)en(y) du(y) ( )<Z Q,mek(T)en

k,m

> Z g mer (T <en | Emy = Z apne(x

kelN

((*) : on permute somme et intégrale car > |an.m|?> < +00). Comme (e, )men est une base hilbertienne :

n,m
+o0 +00 +00

2 2
D lTenl® = 30 D) lakal® = 1Kl 20y <+ (1)
n=0 n=0 k=0

Donc T € AS(H).

Réciproquement, on considére Papplication ¢ : L?*(Qx Q) — JS(H) . Remarquons que ¢ est bien définie,
K — Tk

d’une part d’aprés ce qui précéde, et d’autre part car Tx = Tx < K = K' p® p-presque partout. D’aprés (1), v est une

isométrie linéaire. Par conséquent, Im(¢)) est fermée (voir annexe). D’aprés le lemme, il nous suffit de montrer que tous

les opérateurs de rang fini sont a noyau : de 1a, Im(v)) sera dense dans J4S(H) (puisqu’elle contient une partie dense),

donc Im(v)) = Im(vp) = H#S(H), cQFD.

Montrons donc que les opérateurs de rang fini sont & noyau : soit S de rang fini. Il existe fi,..., fn dans H telles que

Im(S) = Vect(fi,..., fn). Alors pour tout u € H et p-presque tout = € ,

Su(z) = 3 Cu | i fila) ZJ 0= | Kyt dut)

i=1

avee K : (2, y) — g W) fi(x) € LX(Q x Q,u® ). m

4 — Annexe

Proposition 6
SiTeL(E,F) vérifie 36 >0:Va e E, |Tz|p = 0 |z| g, alors Im(T) est fermée.

Démonstration: Si Tz, — y, alors ¢ |2y — Tml| g < [|[T%n — TZm| 7, mais (T'zn)n est de Cauchy, donc (xn). aussi,
donc par complétude, (x,), converge vers un x, donc par unicité de la limite et par continuité de T', y = T'x. |

Proposition 7

Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. |

Démonstration: Soit T' € #S(H). Soit (€ )nen une base hilbertienne de H. On note Py la projection sur Vect(eo, ..., en).
1

+00 ) 2
S Ired?) <.
+1

Soit & > 0. Comme T est de Hilbert-Schmidt, Y] [Te,|? converge, donc il existe N € IN tel que (

nelN

Pour z € H, tel que |z| <1, on a:

Te—T (Z (x| €k>€k> =

(T —TPn)z| =

(Z (x| exyer — 2 (z | €k>€k>H

(5 1)
k=N+1

+0o0

+0
Y (] enT(er)

k=N+1

k=N+1 k=N+1 E=N+1

On a ainsi montré que |T'— TPy < 0, i.e. T est la limite uniforme d’une suite d’opérateurs de rang fini, donc T'
0

est compact. |

C.s. o ) z
< D Ka | e T(er)] < ( Z |{z | 6k>> < > |T6k|> <zle <

3
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5 — Commentaires

» Recasages : 213 pleinement, 205 dans une moindre mesure mais tout & fait acceptable, 208 un peu moins
acceptable mais on peut forcer

» Source : 777

» Développement un peu long, mais trés riche : on ne peut faire mieux en matiére d’exploitation des ou-
tils hilbertiens (décomposition sur une base hilbertienne, égalité de PARSEVAL, utilisation de Popérateur
adjoint, ...)

» Tout ce qui précéde le dernier théoréme reléve de manipulations usuelles dans les espaces de Hilbert, et
doit donc étre parfaitement maitrisé. Dans le théoréme, on cache sous le tapis quelques subtilités un peu
dangereuses : la base hilbertienne de L?(Q x Q, u@®pu), et 'équivalence Tx = T < K = K' u@® p-presque
partout. Pour la premiére, on peut voir M.S. Birman et M.Z. Solomjak, Spectral theory of self-adjoint
operator in Hilbert spaces, et pour la deuxiéme, il faut étre bien & I'aise avec la théorie de I'intégration...
ou supprimer le passage en rouge pour s’éviter des ennuis (ce qui est stirement le plus sage a faire, au vu
de la longueur du reste de la présentation).




