Théoreme de Lebesgue

Source : Kolmogorov, Fomine, Eléments de la théorie des fonctions et de Uanalyse fonctionnelle,
page 319.

Théoreme de Lebesgue : Toute fonction continue monotone f définie sur un segment [a,b] est
presque partout dérivable.

Le théoréme que nous allons démontrer nécessite la définition et les deux lemmes suivants :

Définition : Un point 2 € [a,b] est dit invisible a droite pour la fonction g continue s’il existe
€ € ]z,b] tel que g(z) < g(&), et invisible a gauche s'il existe ¢ € [a,z] tel que g(z) < g(§).

Lemme de Riesz : Pour toute fonction continue g sur un intervalle [a,b], 'ensemble des points
invisibles a droite est ouvert dans [a,b], et par conséquent, peut étre représenté comme une
union finie ou dénombrable d’ouverts deux a deux disjoints ]ax,bx[ (et peut-étre d’un intervalle
semi-ouvert contenant I'extrémité a). Pour chacun de ces intervalles, on a g(ax) < g(bk).

Démonstration : Si xy est un point invisible a droite pour g, en vertu de la continuité de g,
tous les points assez voisins de x( jouissent de la méme propriété. Ces points forment donc un
ouvert de [a,b] (voir notamment la Topologie de Queffélec pour une description des ouverts de
R).

Soit Jag,bk[ I'un des intervalles composant cet ensemble. Supposons par 'absurde que g(ay) >
g(by). 11 existe alors a l'intérieur de cet intervalle un point xq tel que g(x¢) > g(bx). Soit z* le
plus a droite des points de cet ]Jag,bx[ pour lequel g(x) = g(xo).

Comme x* € Jag,bl, il existe un point £ > x* (£ € [x0,b]) tel que g(§) > g(z*). Par définition
de z*,¢ ¢ lag,bk[, car g(z*) = g(xo) > g(bk), et le théoréme des valeurs intermédiaires nous
donnerait ** € ]¢,bx[ tel que g(z**) = g(xo). Donc & > by.

Mais alors g(br) < g(xo) < g(§) , ce qui est absurde, car b, n’est pas invisible a droite. Donc
g(ar) < g(b).

CQFD.
En réalité, g(ax) = g(by), sauf lorsque a; = a.
Remarque : Les points invisibles a gauche vérifient le méme théoreme, sauf que cette fois,

g(br) < g(ar). En effet, z( est invisible a gauche pour g <= a + b — z est invisible a droite
pour x — g(a + b — x), et le résultat découle de ce qui précede.
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Lemme : Soit un ensemble mesurable A sur un segment [a,b] tel qu'il existe p € ]0,1[ vérifiant
que pour tout intervalle Jo,5[ C [a,b], on ait 'inégalité : u(AN]a,B[) < p(8—a). Alors p(A) = 0.

Démonstration : Posons ¢t = w(A). Pour tout € > 0, il existe un ensemble ouvert €2, réunion
dénombrable d’intervalles o, 5[ tel que A C Qet > (Bm — ) <t + 5 (voir la définition de

I'intégrale de Lebesgue rappelée par le Kolmogorov-Fomine). Posons ¢,, (A N Jam,Bml)-
Il est clair que t = ), t,,. D’apres 'hypothese, t,,, < p(8p, — ). Par consequent,

pz m — Q) < p(t+¢€),

et comme ¢ est arbitraire, ¢ < pt. Comme p € ]0,1[, on obtient bien p(A) =t = 0.

CQFD.

Effectuons a présent un rappel sur les limites inférieurs (que I'on utilise en général plutot
avec des suites), dans le cadre des fonction :

it (1) =0y (e (H) =S,
x—m('f T — X e>0 \z€lro,xo+e[ T — Xo

On définit de méme les limites inférieurs a gauche, et supérieurs a gauche et a droite.

Nous pouvons a présent démontrer le théoréme de Lebesgue :

Démonstration du théoréme de Lebesgue : Comme la dérivée de f en zy € ]a,b[ est la limite
du taux d’accroissement M quand z — xg, on introduit :

Agq = limsup M, Ay = liminf M’
ot T — o z—zd T — X
0
A, = limsup M, )\, = liminf f(@) = flwo)
Ty T =0 Ty T — X

Il est clair que Ay < Ag et Ay < Ay dans R. De plus, f'(xo) existe si, et seulement si,
—00 < Ag =g =7y =Ag < Ho00.

Quitte a prendre — f au lieu de f, on peut supposer f croissante. On pose alors f* : x — —f(—x),
qui est continue et croissante sur [ — b, — a]. on montre alors facilement que :

Ay(z) = Ag(—2), et \g(x) = Ay (=), Vo € ]a,b[.

Si I'on a démontré que p-presque partout, Ay < oo et A, > Ay, pour toute fonction continue
croissante, on obtient I'inégalité Ay = A\j(—z) > Aj(—z) = Ay(z), puis par croissance de f :

—00 <0< A <Ay <Ay <A< Ay <oo ppp,
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et donc [ est presque partout dérivable.

(i) Tout d’abord, si Ag(xg) = oo, c’est que Ve > 0,3 £ > x tel que :

f(€) — f(xo)

§— o

>c, cad f(&) — f(zo) > (& — o)
cad f(&) — € > f(xo) — cxp.

Donc x est inversible a droite pour la fonction g : x — f(x) — cx.

D’aprés le lemme de Riesz, 'ensemble de ces points s’écrit | | Jax,bx[, et pour chaque inter-
keN
valle Jag,bx[, on a I'inégalité f(ay) — car < f(by) — cby, Cest-a-dire f(by) — f(ax) = c(by — a).

Comme {A; = oo} C || Jak,bi[, et divisant par ¢ et en sommant, par croissance de f,
keN

ke = o0) < X0 ap) < 3 LS00 SO (0)

c
keN keN

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, en faisant tendre ¢ vers +oo, on trouve que u(Ag; = o0) = 0.

(i) Soient a présent 0 < ¢ < D < o0, et p = ¢/D. Nous introduisons également 'ensemble
E.p = {Aq > Det \; < c}. Soit également Jo,3[ C [a,b]. Un point zg € ]Jo,5] tel que \y(xp) < ¢
f(€) — f(=o)

— 2
Donc x est invisible a gauche la fonction x — f(z) — cz, donc par le lemme de Riesz, 'ensemble

de ces points est | | o low,Bk[, avec

Vk €N, flag) —cop = f(Br) — cBr), cad f(Br) — flow) < c(Br — ag).

Pour k¥ € N, considérons Q;, = {Agy > D} N Jag,Bx[. En raisonnant comme précédemment,
toujours d’apres le lemme de Riesz, 2, C UjeN]ak,jaﬁk,j[ : ensemble des points invisibles a
droite pour = — f(z) — Dz. On a donc, Vj € N,

vérifie < ¢ pour un certain £ < zg, cad f(§) — c¢€ > f(xg) — cxp.

Br,j — g < %(f(ﬁlc,j) — flary))

Donc E.p N]a,5[ € || low .0k, [, etona
k,jEN

p(Eep NlaB) < D (Brj — o)

k,jeEN

< % (f(Brs) — flaky))
k,jeN

< 53 S U Br)  flany)
keN jeN

< 5B - flew)
keN

< % > Bk — o)
keN

< p(B—a).
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Or, comme p € 0,1, par le lemme, u(E.p) = 0. Enfin,

{Aa> N} | {Aa>D>e> )= | Eep.
¢,DeQ ¢,DEQ
c<D c<D

Donc par continuité croissante de la mesure de Lebesgue p, (Ag > Ag) = 0.

Moralité : Ay < oo et A > Ay p-presque partout, d’ou f est presque partout dérivable.

CQFD.

Remarque culturelle : Le "vrai" théoréme de Lebesgue est plus général : 'hypothése de conti-
nuité n’est pas nécessaire. pour le démontrer, on suit le méme raisonnement, en définissant cette
fois les points invisibles a droite comme étant :

{z € [a,b] | 3¢ > zo ; max(g(zq),9(z0).9(xq)) < 9(€)}-

Le lemme de Riesz se généralise a cette définition, et avec lui le théoréme de Lebesgue.

Lecons concernées :
— 228 - Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’'une variable réelle. Exemples et applica-
tions
— 229 - Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

Remarque : Ce développement est assez long, avec de nombreuses notations a introduire (mais
peut-étre peut-on en introduire certaines dans le plan?). La définition et les deux lemmes qui
suivent sont a mettre dans le plan et a admettre bien évidemment (mais il est bon d’en connaitre
les preuves, au moins dans les grandes lignes).
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