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31 Meéthode du gradient conjugué

Ref : Allaire, Dumas, Ciarlet.

THEOREME 31.1 Soit A € STH(n,R) et b € R™. On prend g € R™ quelconque et on définit
ro = b — Axg et ses sous-espaces vectoriels (dits de Krylov) associés :

K, (ro) = Vect{ro,..., A"}

Il existe une unique suite (x,,) définie par récurrence par les conditions :

TmE€r0+Kmo1 , ™m=b—Axy,, L Kph1 et 1y € Ky
et cette suite stationne vers l'unique solution de Ax = b aprés au plus n itérations.

idée : On introduit la fonctionnelle quadratique J(z) = % < Axz,x > — < b,x >, comme

A est définie positive, les niveaux de J sont I'image par une transformation affine de cercles
concentriques. Il existe donc un unique minimum que ’on cherche numériquement par une mé-
thode de descente. Ce minimum est alors un point critique de J, c’est-a-dire une solution de
VJ(z) =Ax —b=0.

PREUVE. Remarquons tout d’abord que la suite des sous-espaces vectoriels (K,) est stricte-
ment croissante pour l'inclusion puis stationne. En effet, la suite est croissante et doit stationner
car R" est de dimension finie. De plus, si 7 désigne le plus petit indice tel que Ky, = Kpg+1
alors K,,, est stable par A puisque A(A™rg) € K, et (K,,) stationne alors a partir de my.

On cherche z,, sous la forme z,, = zo + ym avec y.,, € K,,—1. Remarquons que 7, =
Axg+ Ay — b =10+ Aym € K.

La condition d’orthogonalité s’écrit :

<b—Azrn,,y>=0,Vy € K, ©<b— Axg — AYym,y >=0,Vy € K,
< A g —ym,y >a=0,Vy € K,

C’est-a-dire, v, est la projection orthogonale de A~1ry sur K,, pour le produit scalaire défini
par A, qui est bien défini de maniére unique. D’otl 'existence et I'unicité de x,.

Au rang critique ko, on trouve rp,+1 € Kmg+1 = K, mais aussi rp,+1 L Kp,, ¢’est-a-dire,
Tmo+1 = 0 et Zy41 est solution du systéme linéaire et mo+1 < n, on a fait au plus n itérations.

g

Cette preuve est théorique et ne donne pas immédiatement d’algorithme pour mettre la
méthode en pratique. Voyons comment le mettre en oeuvre.

Au cours de la preuve, on a vu que (r,,) est une famille orthogonale pour le produit scalaire
usuel et que K, = Vect(ro,..., ). Introduisons les directions de descentes d,;, = Tyt1 — T €
K,,. La famille dj, est A-orthogonale : en effet un récurrence immédiate donne : pour m > [,

< Adm+1,dl >=< Al‘m+2 — Al‘m+1, dl >=<Tm42 — Terl,dl >=0

La famille (d,,) apparait alors comme une orthogonalisée de Gram-Schmidt des (r,,) pour le
produit scalaire défini par A.

Expliquer sur un dessin, la différence entre la direction du gradient et la direction conjuguée :
en dimension 2, on termine en 2 coups. Voici donc l'algorithme :

Soit pg = rg et pour m > 0,

< Tm, Dj >A
Pm = Tm — =T Bip;
" " jzo<pjapj >A bi " Z I
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< T'm, Dj >A
Bj = ————
<DPjPj >A
C’est une famille orthogonalisée de Gram-Schmidt de (7, ), elle différe de d,,, par des constantes

positives : da,, > 0 tel que :
Am = Tm+1 — Tm = OmPm

On cherche alors une méthode itérative pour calculer les §; et les auy,.

On a :
Tm+l — Tm = AT — Tmt1) = —amApm,
Donc :
< Ty Py > A=< Ty, 2L S
aj
Puis,

.. < Tm,Tm > L.
Bij=0sij<m-—2, =-— ™ sij=m-—1
Om—1 < Pm—1,Pm—-1 > A

Enfin, «,, s’obtient par orthogonalité des r; :

< TPpt1—Tm >=0=< Tm_amApmarm >= ’|Tm||2_04m < Apmapm_‘_ﬁmflpmfl >= ||Tm|‘2_am||pm|‘,24

Donc 9

_ [[7m|
1Pm %

On en déduit un algorithme itératif : On choisit zy quelconque, on pose pg = b — Az, puis :

m

_ H?"mHzA
"Tm4+1 =Tm — || 5 APm
pmHA
2
r
Pm+1 = Ymy1 + M m
%
2
”pm—&-l”A

Remarque : L’indice m est plus pertinent que k pour éviter de prononcer "caca" qui peut

déstabiliser le jury et soi-méme.
Legons concernées : Probléme d’extremum, f(x)=0, systémes linéaires.



