
Théorème de 2 carrés : Perrin p .
56 121 - 122-126

& = { ne /N' { 0,14 / n = à + b
'

,
a.BEIN } = } NEIN / n = a- pH"

PEP
/ Vphl en pair si p

=-3 CBI

(admis )
lemme 1- : Ici] est euclidien pour le statume N : Zei ] - > IN

E-atibt> ZI →2+62

lemme 2 : p premier ; pt C ÊI p et non irréductible dans Zei]
×

⇔ -1 est un carré deTtp ⇔ p =L ou p
= 1 EU]

③ ②

Remarques -

.

• Zei] est done principal et done factoriel ①
② • [ est stable par multiplication

• N est multiplicative • NEE ⇐ 1 7- te Zei] / n- NIZI

• n =-3 EU] ⇒ n ¢ E.

démo ①
.

Seront sit E Zei] 1104 ; on considère f- € € qu' on écrit

sous la ferme f- = a + ils ; a ,
be IR . M pare q = xtiy c- Zei] où

Rety tout les entiers les plus proches de a. b respectivement .

on pose r = s - qt alors Irl
=
Itl / - q / ≤ ltlla.at/-lb-yT

≤ AI FE < It '

clone Ntr) ( Nltl et s = qttr . ☒ ①

est non inversible dans & Ci ] done p
-1-1=1

,
1- i

dema② : ④ ⑤ si p e I
"

alors p = ai
+ b
?
= la tib) la - ib) avec

a et b =/ O done at :b
. a- ils -4 Zei] ✗ = {± ,

± il dare p
n'est pas

③
irréductible .

④ Si p=Z -2
'

allez
,

t' ¢ Ici] "
,
alors Nlpl =p

'
= NAIN / t' 1 avec

NIH
,
NAY -1-1 done Nttl =Nt ' ) =p dare p E C .

① * si p -1-2

La note Fp*Î { Unies de#p* 4 .
On pose ✗= { xE#p* / a

PÏ
= al



Alors 1×1 ≤ PI on at
"2=1 admet au plus ¥ racines .

Et a Efp
"

⇐ a 7- y c- Fp
* / 2=42 =3 2f

'"
= yf

'

=

adore
Fp
" CX done Fp

"
= ✗

,
car 1Ff

" / = Ez ①

Et -1 C- 1Ff
'

⇐ , G)
¥

= 1 ⇐ } ¥ pair ⇐ i p =/ la] .

* f- p = 2 ; AMÈNE - t =P dans# done est un Larré .

⑥ Couture Ici] est principal : p non iwiduetibhe ⇐ stp ) mon premier

⇐ > Zei] / tp ) non intègre . ⑤

Dr Zei] / Cpl ≈ Fp en / ( ✗ 4- il

dare
p
non inductible ⇔ ✗ 4- l admet une racine dans Fp

⇔ - I Efp
"

De

xlehrovohatien : Eli] est factoriel done : n = T
'Ph '

pep P

③ n = a- pk" × T ( pk)
"

PEP PEP
PINKU]

- P⇒ᵗEg
par stabilité

c- E par stabilité d- (

p42edanlaueetpoulrbhuve2O@n-.pnIppVPhl
.

Soit

p-CPtdquep-32-uppenrsriuvreu-usurtp-h-quexp.nlet jour . que pouls
ni Metemma de

E. , _WÊ =-3en ⇒ vplk) pour↳ËËÎpÛÎo- doit n l' element fuient k€40 . " ""

si p tn alors vphtl erreur
* sinon

, ptn-azi-b.latibla-ibl.it p⇒ Tu]⇒ pt E =3

p est irréductible . dare plat ib par exemple .

pétant entier , pla et plb done pals et a =p
a

'

; b-- pb
'

done Ip, = ai + b
"

c- C
↓ ¥ 2h

Par hypothèse de récurrence : Vp /¥ ) est fait , done Vph' = 2 + tp /%) aussi

Initialisation : n = 2--12+12=2
'

Dz /2) = 1-



① p . 50 * euclidien ⇒ pp

Soit I idéal de A
;
I # { 04 ; soit

b c- Il{ 04 /v61 soit vin parmis les
élements deIllo )

fait a c- I
; a

= bqtr ame r :O ou VHL Tbl

Alas r= a- bg EI avec v41 trust done no

done a e Ib ) done I -- b)

nuls sauf en
* pp ⇒ factoriel hbpni

t

pp ⇒ noethérien =) ta EA 1h04
,
a = ut p

""

,
UTA

"

, Vplalt IN
PEP

p ir dare A = > Lpl max parmis les idéaux µ
+ A = > lplmax tout haut

=\ Lpl prunier
du pin ⇐ i p premier ⇐ i p factoriel .

③ Soit + E Zei] ✗ alors 77' C- Zli]" / 2- z
'

= 2

Alors NI 2- t' l = NAIN /2- ' l = 1 ⇒ NIZI = N/ 2- ' 1=1 = alt ble
Tnt dans IN

done a = O et b = Il on a = Il et b-- o done 7=1--1
,
± i

larèuipoqee est évidente .

④
p - 74 q =p

"

; Foi = {ne#q 17g £ Fq ( n=p 4

* p
-
_

2 = ) Fg
'

=#q

En effet : f : Iq - S#q est un automorphisme
✗ tint

• Flnyl -_ Flat Fly ) • txy )
'

= 2-2+52

• Un bromo de corps est toujours injectif / son noyau est un idéal et ls

seuls idéaux sont toletK or Center pas
K ou rt> 1)

☒ p>2 ; 1+-1 dans F9 ; on a la tuile exacte

i injectif Imlil
r → 2+-14 À Feist> Iq" → r n

a ts à psupatif
/
Kalpl



Parth dite : F9" / { ± , } = 1Ff
'

done PI = 11Ff21

⑥ Boissy : fa) A /I /g,,
= A /J où ICJCA idéaux]

b) f : B → c ihouvorphihhe ; ICB idiot - ) B /
I
I C /

je,⇒

Ici : Rq Eli] / tp) = EPH] / ( ✗↳ i )

Q : Zen → Ici] induit un iso 4- : ZED /
(✗<+ , ,

→ Zei]
P +1 Pli )

done peu b) : Zli] / Cp ) = ZED / (✗ 4-Il /g- ( (p ) )
= Z KMH) /p )
= ZED /p) / (✗HD

Q : Zex] -> Z /pzex] induit un ibn ZEN /Cpl = Zlpzex]
P t> J

Done jeu
b) : Zlx] / Cp ) / [✗*,)

= ☒pk lippu,#a)
= ZIPZ 4×1+7

finalement : Zei]/tp ) 1 #plis / ( ✗↳ il


