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1 Introduction

On note M,, (R) I'ensemble des matrices de taille n x n de R. On note GL,, (R) I'ensemble des matrices inversibles de M,, (R).
On note S,, (R) 'ensemble des matrices symétriques de R. Enfin, on notre AS,, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques

de R.

Soit f : U — R une fonction de classe C? telle que df(0) = 0 et d?f(0) soit non-dégénérée de signature (p,n — p). Alors
il existe un C!-difféomorphisme ¢ : W — V entre deux voisinages de l'origine dans R" tel que »(0) = 0 et Vo € W,

f(z) = f(0) = @(x)TIpmfp‘P(x)-

2 Démonstration du résultat

Etape 1: Dans un premier temps, on applique la formule de Taylor avec reste intégral 4 la fonction f. Du fait que df (0) = 0,
on obtient que
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0
avecQ : x — fol(l — t)H f(tx)dt qui est une fonction de C! (R", S,,(R)).
Etape 2: On va démontrer le lemme suivant : soit Ay € GL,,(R) N S,,(R). Alors il existe un voisinage ouvert de Ay dans
Sn(R)etp:V — GL,(R) de classe C! telle que VA € V, A = p(A)T Agp(A).
Soit en effet y : M — M™* AgM qui va de GL,(R) dans S, (R). Au voisinage de I,, on a que pour tout H € M,,(R),

X(In + H) = x(I,) + (AoH)" + AgH + o(|| H||?)

On obtient ainsi que dx(I,,) - H = (AgH)T + AgH et donc que ker(dx(I,)) = Ay'A,(R). On considére le sous-espace
vectoriel ' = {H € M, (R) | AgH € S, (R)} et = x|p.Ona I, € F etker(dy(l,)) N F = {0}. De plus, 1 est a valeur
dans S, (R) et dim(F) = dim(S,(R)). Ainsi, di(I,,) est bijective. De plus, 1) est C! comme restriction d’une application
polynomiale.

On peut donc appliquer le théoréme d’inversion locale. Ainsi, il existe U un voisinage de I,, dans F telque ¢ : U — V = ¢(U)
est un C!-difféomorphisme. Quitte & restreindre U en U N GL,(R), on peut supposer que U C GL,(R). Ainsi, V est un
voisinage de Ag = ¢(I,,) dans S,,(R) et pour tout A € V, A = =1 (A)T Agyp~(A). On pose alors p = 1~ 1.

Etape 3: Du fait que @ est continue et du fait que Q(0) = $d?f(0) est inversible. On obtient alors par le lemme qu’il
existe un voisinage W de 0 dans R tel que pour tout x € W, Q(z) € V. On a alors que pour tout x € W, Q(z) =

p(Q(2))TQ(0)p(Q())-
On pose alors pour tout 2 € W, M (z) = p(Q(z)) et y = M (z)z. On a alors que pour tout z € W, f(z) — £(0) = y7Q(0)y.

Etape 4: Par le théoréme d’inertie de Sylvester, il existe A € GL,,(R) tel que ATQ(0)A = I, ,—,. On pose alors p(z) =

A7'M(z)z.Ona f(z) — f(0) = @(x)T I, n—pp(x). 1L suffit juste de vérifier que ¢ est un C!-difféomorphisme.

On sait que ¢ est C! car Q et p le sont. Si de plus h € W, on a

@(h) — (0) = A~ M (h)h — A~ M(0)0 = A~ (M (0) + o(1))h = A~ M (0)h + o(||n]|)
Ainsi, onaque dp(0) = A~ M(0) qui est inversible, et donc quitte a réduire W on obtient bien que  est un C!-difféomorphisme.
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