Injectivité de la transformée de Fourier

Développement pour les lecons 201 12342 2353, 2364, 239°, 250°.

1 Introduction

L’objectif de ce développement est de montrer que la transformée de Fourier définie sur L (IR) est injective. On va pour cela
calculer a I'aide du théoréme de Cauchy I'intégrale de la gaussienne puis utiliser des approximations de I'unité.

2 Développement

1- Calcul de la transformée de Fourier de la Gaussienne : On considére a € R’ et on considére la fonction v,(z) =

e~**" La fonction est bien dans L! (R) et donc admet une transformée de Fourier. Pour tout £ € R, on a alors
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ol on a mit le polyndéme sous forme canonique’. On considére la fonction définie sur C par z — e~ %", Cette derniére est

holomorphe sur C. Soit R > 0, on note I'( R) le lacet définissant un rectangle de sommets +R, + R + 22% orienté dans le sens
direct. On a d’une part, comme C est convexe, que
/ e % dz =0
I'(R)

D’autre part, en décomposant I'intégrale, on a que
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et on note I1(R), ..., I;(R) ces intégrales.

Dans un premier temps, on sait que /7 a une limite quand R tend vers 400, qui est fj;o e~ dy = \/§ . D’autre part, on a
que

£
2a
‘IQ(R)| < / efa(R2712)dx
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qui tend vers 0 en +00 et de méme pour 1. On a que I3(R) est une intégrale absolument convergente et qui tend vers I'intégrale
qui nous intéresse. D’ou
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. Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.
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. Problémes d’interversion de limites et d’intégrales.

. Ilustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.
. Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parameétre. Exemples et applications.

. Transformation de Fourier. Applications.

. Comme quoi ¢a sert...

et on obtient donc que

. Espaces de fonctions. Exemples et applications.
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2- Injectivité de la transformée de Fourier : On considére f € L!(R) telle que f=o. L’objectif est de montrer que f =0
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presque-partout. On note v5(x) = ;ﬂseT avec s > 0. On note gs(z) = €"**vs(z). On a alors d’une part
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Mais d’autre part on a par hypothése que f =0etonadonc

[ sma = [ oo =0

Mais de plus on a que 1 est une approximation de 'unité, on a que
0=Hm|f*v—fllr=Ilfll

et on obtient donc que f = 0.
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