Théoréme de Banach-Steinhauss + série de Fourier qui diverge en 0

Développement pour les lecons 205 12082, 2303, 246 4.

1 Introduction

Le but de ce développement est double. D’abord, on démontre le théoréme de Banach-Steinhauss puis on ’applique pour
montrer 'existence d’une fonction dont la série de Fourier diverge en 0. On doit utiliser pour cela le théoréme de Baire que 'on
rappelle ici : soit £/ un espace de Banach. Alors E vérifie la propriété de Baire, c’est-a-dire que tout intersection dénombrable
d’ouverts dense de E est dense. Cette assertion est équivalente au fait que tout union dénombrable de fermés d’intérieur non-
vide est non-vide.

2 Théoréme de Banach-Steinhauss et démonstration

Enongons dans un premier temps le théoréme. Soit E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé de norme. Soit
H C L(E, F). Alors ou bien il existe M € Rtel que Vf € H, ||| f||| < M, ou bien il existe z € E tel que sup || f(x)|| = +o0.
feH

Pour la démonstration, on reprend les notations de I’énoncé. Afin de démontrer ce résultat, on introduit I’ensemble 2, =
{zeE| supseg || f(z)]| > k} pour tout k € N*. Ces ensembles sont ouverts : si zg € (), alors il existe f € H tel que
[|f(x)|| > k. Or, f est continue donc il existe r > 0 tel que pour tout z € B(xo,r), ona ||f(z)|| > k, donc B(xo,r) C Q. Si
maintenant tout les 2; sont denses, alors Ngen+ 2 est dense dans F, donc elle est notamment non-vide. Ainsi, si £ € Ngen+,
on a bien que sup ¢y || f(z)|| = +o0.

Supposons maintenant que I'un des ensembles 2, ne soit pas dense. Alors il existe r > 0 et xy € F tel que B(zg,7) Ny = 0.
Donc pour tout z € B(zg, r), on a que pour tout f € H, || f(x)|| < k. Ainsi, on a pour tout z € B(0,r), pour tout f € H,

@) = 11f(x +z0) = f(@o)l| < [[f (@ + 20)l| + |If (o)[| < 2K

Ainsi, on a pour tout f € H, pour tout x € E tel que ||z|| = 1,

@) = i) < 2

Ainsi, pour tout f € H, on a bien que ||| f||| < 2£ < +o0.

3 Série de Fourier qui diverge en zéro

L’objectif de cette partie va étre d’appliquer le théoréme de Banach-Steinhauss afin de prouver qu’il existe une fonction dont
la série de Fourier diverge en 0. pour cela, on introduit avant quelques notations.

On considére Ca, I'espace des fonctions de R dans C qui sont 27-périodiques et continue, que I’on munit de la norme || - ||co-

Pour tout f € Car, pour p € Z, onnote ¢, (f) = % ffﬂ f(t)e~Ptdt le p-ieme coefficient de Fourier de f. Pour tout n € N*, on

. (2nt1)t
note D,, le noyaux de Dirichlet, c’est a dire la fonction valant % sur | —,7[/ {0} et 2n 4 1 en 0. Enfin, on considére
2

pour tout n € N Papplication [, : Co, — C définie par

n

Vf€Con, In(f)= Z ep(f)

p=—n

On va tout d’abord montrer que les /,, sont bien des applications linéaires continues et calculer leurs normes. Il n’y a aucune
difficultés pour voir que [,, est continue. Soit donc n € N* et f € Car. Du faitque Y. €' = D,,(t),ona

p=—n

() = = [ D)t

“or o
Supposons de plus que || f||oc = 1, on a alors

Ll < o= [ Ipao

2 J_,

Dn)_ op 5 [|felloo < 1et, de plus,

On considére maintenant € > 0 et on pose pour t €] — 7w, 7[, fo(t) = PN GIE <

1. Espaces complets. Exemples et applications.

2. Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.

3. Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries numériques. Exemples.
4. Séries de Fourier. Exemples et applications.
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Notons he(t) = % Alorssie’ < g,onah. < he et donc, par théoréme de convergence monotone, on a

1 s
tig 1,(72] = 5= [ 1D (0lat

2 J_,

et on obtient donc que ||[l,|| = 5= [”_[Dy(t)|dt. Or, ona [[|l,]|| = +oc. En effet, on sait d’'une part que pour tout ¢ € R, on
a|sin($)| < |4| et donc que

. (2n+1)t (2n+1)m .
1 i ( 2 ) ‘ 2 > |sin(u)
Ml 2 522 | ——qg—dt = — — | du
27 Jo ‘§| T Jo U
L’intégrale de droite étant divergente, on a bien que sup,, ¢y« |||ln]|| = +00. Or, Car est un sous-espace fermé de 'ensemble

des fonctions bornées de R dans C qui est complet, donc c’est un espace complet et le théoreme de Baire permet de conclure.
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