Dirichlet faible

Développement pour les lecons 102 11202, 1213, 1414,

1 Introduction

Le théoréme de Dirichlet faible stipule que pour tout entier n > 2, il existe une infinité de nombres premiers congru a 1
modulo n. Pour ce faire, nous aurons besoin des polynémes cyclotomiques® défini par ¢; = X — 1 et ¢, = HEGML (X -9
pour n > 2, ou p est ensemble des racines primitives n-émes de 'unité. On fera quelques rappels préliminaires sur les
polyndmes cyclotomiques et on fera par la suite la preuve du théoreme de Dirichlet faible.

2 Rappels sur les polynomes cyclotomiques

Nous aurons besoin de deux résultats sur ces (fabuleux) polynémes dans ce développement. Le premier est que pour tout
n € N* ona
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Le deuxiéme point dont nous aurons besoin est unitaire et que ¢,, € Z[X]. Pour ce faire, on procéde par récurrence sur n. On
a bien que ¢1 € Z[X]. On suppose donc la propriété vraie pour tout m < n — 1 et on va montrer que ¢,, € Z[X]. Or, on sait
que
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et donc ¢,, est le quotient de la division euclidienne de X™ — 1 par B qui est, par hypothese, unitaire et a coefficient dans Z.
Ainsi, on a bien que ¢,, € Z[X] ce qui nous permet de conclure.
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3 Preuve du théoréme

Tout d’abord, soit n € N* et soit p un nombre premier et a € Z tel que p|¢,,(a) et p ne divise pas ¢4(a) pour tout diviseur
strict d de n. Montrons alors que p = 1[n].

On a p|dn(a) et ¢,| X™ — 1 donc pla™ — 1 et donc 'ordre multiplicatif de a dans Z/pZ divise n. Montrons qu’en fait on a
o(a) = n.Sid divise n, ona que a® — 1 = [14)q 4 (a). Mais alors on a, dans Z/pZ, la relation al—1= 1414 da(@)[p]. mais
p ne divise aucun des ¢, (a) par hypothése, donc par intégrité de Z/pZ on a que a® # 1[p] et donc o(a) # d. D’ott o(a) = n

et donc n|p — 1 et on en déduit par le théoréme de Lagrange que p = 1[n].

On va appliquer ce résultat afin de démontrer le théoréme de Dirichlet faible. Soit n € N* et supposons par I’absurde qu’il
existe un nombre fini de nombres premiers p1, . .., p, tels que p; = 1[n]. Soit N = np; ... p, et B le polyndme défini par

B= [ ¢u
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Ona BA ¢y = 1dans C[X]. En effet, si £ est une racine de B dans C, alors I'ordre de £ dans py divise strictement N (car £ va
étre racine de I'un des ¢4 mais pas de ¢ ), donc o(£) < N et £ n’est pas racine de ¢ . Etant des polynémes scindés sur C[X]
ayant leurs racines qui sont différentes, on a bien que B A ¢y = 1 dans C[X]. De plus, le PGCD est invariant par extension de
corps et comme B € Q[X] et o € Q[X], on a que B A ¢ = 1 dans Q[X].

Ainsi, par Bézout, il existe U,V € Q[X] tels que Upy + VB = 1. Or, il existe a € Z tel que U’ = aU, V' = aV et
U’, V' € Z[X]. De plus, on a que deg ¢ > 1, donc ¢ & un nombre fini de racine et on peut donc supposer que ¢ (a) # 0
et ¢ (a) # £1. Ainsi, on a que

U'édn+V'B=a

Et en évaluant en a, on obtient que

U'(a)pn(a) +V'(a)B(a) = a

Soit p un nombre premier divisant ¢ (a). On a alors que p divise a’¥ — 1, donc a” = 1[p] et donc a Ap = 1. On a de plus que p
ne divise pas B(a), sinon on aurait que p divise a ce qui contredirait que fait que a et p soient premiers entre eux. On a donc que
p ne divise aucun des ¢,(a) avec d|N et d # N. On se retrouve dans les hypothéses de la propriété montrée précédemment et
donc p = 1[N] et donc, par le théoréme chinois, on a que p = 1[n]. Mais alors on a que p = p; pour un certainé € {1,...,r}.
Mais le théoréme chinois nous donne aussi que p = 1[p;] et donc que p # p; pour tout i € {1,...,r} d’ott une contradiction.
Ainsi, on obtient bien le fait qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo n.
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