Dénombrement des endomorphismes diagonalisables sur [,

Développement pour les lecons 1011, 1042, 1063, 1234, 150°, 153, 1547, 1558, 190°.

1 Introduction

Soit ¢ une puissance d'un nombre premier, F un F-espace vectoriel de dimension n. On note D(E) 'ensemble des endomor-
phismes diagonalisables sur E. L’objectif de ce développement est de dénombrer cet ensemble. Plus précisément, on va montrer
que
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Dans toute la suite, on travaillera dans une base fixée de E. Dans la suite, on considérera une numérotation {Aq, ..., A\, } des
éléments de IF,.

2 Démonstration du développement

On va procéder par étape.

Etape 1: On va tout d’abord montrer que

D(E)={ue L(E)|u!=u}

Siu € L(F) vérifie que u9 = u, alors X? — X est annulateur de u. Mais

q
X1-X =[x =)
=1

qui est un polyndéme scindé a racines simples et donc u est diagonalisable. Réciproquement, si u est diagonalisable, alors il
existe P € F,[X] tel que P(u) = 0 et P est scindé a racines simples et ses racines sont dans Fy, donc P divise X7 — X et ainsi
ona que u? = u.

Etape 2: Onrappelle que 'on a numéroté les éléments de F. Soit u € D(E), alors u? = uetdonc X?—X = [[?_, (X —\;)
et les polyndmes (X — );) sont deux-a-deux premiers entre-eux. Ainsi, on a que

q
E = @ ker(u — \ild)
1=1

Etape 3: On va dénombrer D(E) en montrant qu’il est en bijection avec un ensemble plus simple & dénombrer. Soit F
Iensemble définit par

q
F= {(El,...,Eq) sevdeE|E—@El}

i=1
alors F et D(E) sont en bijection, et cette bijection est donnée par ’application
o ur— (ker(u — /\iId))ie{L...,q}
Tout d’abord, I’étape 2 nous permet de dire que ¢ est bien définie comme « € D(E). Montrons que ¢ est injective puis surjective.

Soit u,v € D(F) tels que ¢(u) = ¢(v). Montrons alors que u = v. On a alors pour tout ¢ € {1,...,¢}, si 'on note E; =
ker(u — A\jId) = ker(v — A\;Id), on a u|p, = v|g,. Mais comme E = @_, E;, on a bien que u = v.

Soite = (E1,..., Ey) € F.On considere u 'application définie par u|g, (v) = A\;x. Alors u est diagonalisable et ¢(u) = ¢ par
construction. Ainsi, on obtient bien que ¢ est bijective.
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Etape 4: On va maintenant pouvoir travailler plus simplement sur . Pour cela, on va faire agir GL(E) sur F par

u-(E1,...,Ey) = (w(Er),...,u(E,))

Comme u € GL(E), on a bien que @, u(E;) = E et l’action est bien définie. Soit ¢ = (E1,..., E,;) € F.On va étudier
Porbite et le stabilisateur de €.

On a Orb(e) = {(F1,...,F,) € F| dim E; = dim F};}. L’inclusion de gauche a droite est évidente étant donné que l'on
regarde I'action de GL(E) sur F. Soit maintenant (Fi, ..., F,) € F tel que dim E; = dim F;. On considére B (resp B’) une
base adaptée a (E1, ..., F;) (resp une base adaptée a (F1, ..., [;) ). Soit u; définit par u;(B;) = B; et u définit par u|g, = u;.
Alors u € GL(E) et (uw(E1),...,u(Eq)) = (F1,..., Fy). Ainsi, 'ensemble des représentants R des orbites est I'ensemble
{(m1,...,mq) €NT|mq +---+my =n}.

Décrivons maintenant le stabilisateur de €. On a

Stab(e) = {u € GL(E) | u(E;) = E;}
= {u € GL(E) | up, € GL(E;)}

~ ﬁ GL(E;)
i=1

Ainsi, on obtient par I’équation au classe

_ GL(E)| GLA(Ey)
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