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Théoréme 1. Soient Xq,...,X,, des variables aléatoires réelles, définies sur le méme espace
probabilisé ), iid de densité f et de fonction de répartition F.
Soit o la variable aléatoire sur S, telle que, Yw € €):

X)(@) = Xo@y)(@) < < Xy (@) = Xo()(m) (W)-
Alors o est bien définie et pour tout i € {1,...,n}, X(;) a pour densité z(’:)f(F)Z’l(l — F)ne,

Proof. Montrons que o est bien définie.
Si i # j, par le théoréme de Fubini on a:

P(Xi=X;) = /R/Rf(xi)f(zj)l{m:xj}dzidzj

- [t ( f(afj)dafj> dr; = 0.
R {=i}

Ainsi par sous-additivité,

PEi#£j1Xi=X;) =P JXi=X;} | <D PX; = X)) =0.
i#j i#]

Les (X;) sont p-s tous distincts et o est (p-s) bien définie.

Montrons que o suit une loi uniforme.

Soit 7 € &, posons B, := {(x1,...2,) € R"[2,(1) < - < 2} € Bor(R™).

Comme les (X;) sont toutes mesurables, c~1({r}) = {w € Q| (X1(w),..., X, (w)) € B;} est bien
un élément de la tribu de €2, donc o est une variable aléatoire.

Pour 1 € G, on a:

Plo=7)=P{w € Q| X,1)(@) < - < Xp(my(w)})
=P((Xr1),-- - X7(n)) € Bia)

= f(x1) .. f(xn)lB (@), oo Trn))dy - dy.
RW,

Ainsi par le théoréeme de Fubini et le changement de variable u; = x,(;) on obtient :

P(O’ = T) = / f(:L’T(l)) ce f(.’ET(n))lgid (xT(l), ce ,SU.,.(n))de(l) e me(n)
RTL

= . flz1) ... flzn)lp,, (x1,...,zn)dzy .. . day,

= P(o =id).

Cette proba ne dépend pas de 7 et alors o ~ Unif(S,,).



Calculons la loi de (X(y),... X(,)).
Soit B € Bor(R™), par la formule des proba totales et les calculs précédents,

P(Xa),---Xm) €B)= > P(Xa),... X)) €B,0=1)
TEG,

I
(]
X
s
=

-~X7—(n)) € BN Byg)

TEG,
= Z / f(xl)...f(.]?n)lBid(Z‘T(l),...,l‘.r(n))dl‘l...dl‘n
TES, B
=n! [ f(z1)...f(xn)lB,, (21,...,20)d2 ... dzy.
B

Donc (X (1), ... X(n)) & pour densité |n! 1, <., Hf(xl)
i=1

Calculons la loi de X;).

Pour trouver la densité de X(; il suffit d’intégrer sur les autres coordonnées, on pose
dl‘i = d.Il e dd?i_ldxi+1 e d$n
On obtient alors,

Pro@)= [ ) @) e ) d

n!

= mf(itz) (/]_w7xi[i_1(i — 1)' f(yl) ce f(yi71)1y1<---<yi71dy1 e d%l) X

(/] [ (=) f(ziv1) - f(2n) Ly <ocz, dzign - - d2n> :
@, +oo[n i

Si on pose Y7,...,Y;_; iid de densité f alors la premiére intégrale vaut :
P(Yay, .-, Y1) €] — Ooaafi[i_l) =P(Y)y <zi,..., Y1) <x) =P(Y1 <xy,..., Vi <),
Les variables étant iid cette quantité vaut F(z;)*~!. De la méme maniére on trouve que la seconde

intégrale vaut (1 — F(x;))" %
Finalement

gt =) Fed Pl =0 = Py




