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Théorème 1. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles, définies sur le même espace
probabilisé Ω, iid de densité f et de fonction de répartition F .
Soit σ la variable aléatoire sur Sn telle que, ∀ω ∈ Ω:

X(1)(ω) = Xσ(ω)(1)(ω) < · · · < X(n)(ω) = Xσ(ω)(n)(ω).

Alors σ est bien définie et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, X(i) à pour densité i
(
n
i

)
f(F )i−1(1− F )n−i.

Proof. Montrons que σ est bien définie.
Si i ̸= j, par le théorème de Fubini on a:

P(Xi = Xj) =

∫
R

∫
R
f(xi)f(xj)1{xi=xj}dxidxj

=

∫
R
f(xi)

(∫
{xi}

f(xj)dxj

)
dxi = 0.

Ainsi par sous-additivité,

P(∃i ̸= j |Xi = Xj) = P

⋃
i ̸=j

{Xi = Xj}

 ≤
∑
i ̸=j

P(Xi = Xj) = 0.

Les (Xi) sont p-s tous distincts et σ est (p-s) bien définie.

Montrons que σ suit une loi uniforme.

Soit τ ∈ Sn, posons Bτ := {(x1, . . . xn) ∈ Rn |xτ(1) < · · · < xτ(n)} ∈ Bor(Rn).
Comme les (Xi) sont toutes mesurables, σ−1({τ}) = {ω ∈ Ω | (X1(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ Bτ} est bien
un élément de la tribu de Ω, donc σ est une variable aléatoire.
Pour τ ∈ Sn, on a :

P(σ = τ) = P({ω ∈ Ω |Xτ(1)(ω) < · · · < Xτ(n)(ω)})
= P((Xτ(1), . . . , Xτ(n)) ∈ Bid)

=

∫
Rn

f(x1) . . . f(xn)1Bid
(xτ(1), . . . , xτ(n))dx1 . . . dxn.

Ainsi par le théorème de Fubini et le changement de variable ui = xτ(i) on obtient :

P(σ = τ) =

∫
Rn

f(xτ(1)) . . . f(xτ(n))1Bid
(xτ(1), . . . , xτ(n))dxτ(1) . . . dxτ(n)

=

∫
Rn

f(x1) . . . f(xn)1Bid
(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

= P(σ = id).

Cette proba ne dépend pas de τ et alors σ ∼ Unif(Sn).
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Calculons la loi de (X(1), . . . X(n)).
Soit B ∈ Bor(Rn), par la formule des proba totales et les calculs précédents,

P((X(1), . . . X(n)) ∈ B) =
∑

τ∈Sn

P((X(1), . . . X(n)) ∈ B , σ = τ)

=
∑

τ∈Sn

P((Xτ(1), . . . Xτ(n)) ∈ B ∩Bid)

=
∑

τ∈Sn

∫
B

f(x1) . . . f(xn)1Bid
(xτ(1), . . . , xτ(n))dx1 . . . dxn

= n!

∫
B

f(x1) . . . f(xn)1Bid
(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Donc (X(1), . . . X(n)) à pour densité n!1x1<···<xn

n∏
i=1

f(xi).

Calculons la loi de X(i).

Pour trouver la densité de X(i) il suffit d’intégrer sur les autres coordonnées, on pose
ˆdxi = dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn.

On obtient alors,

fX(i)
(xi) =

∫
Ri−1×Rn−i

n! f(x1) . . . f(xn)1Bid
(x1, . . . , xn) ˆdxi

=
n!

(i− 1)! (n− i)!
f(xi)

(∫
]−∞,xi[i−1

(i− 1)! f(y1) . . . f(yi−1)1y1<···<yi−1dy1 . . . dyi−1

)
×(∫

]xi,+∞[n−i

(n− i)! f(zi+1) . . . f(zn)1zi+1<···<zndzi+1 . . . dzn

)
.

Si on pose Y1, . . . , Yi−1 iid de densité f alors la première intégrale vaut :

P((Y(1), . . . , Y(i−1)) ∈]−∞, xi[
i−1) = P(Y(1) < xi , . . . , Y(i−1) < xi) = P(Y1 ≤ xi , . . . , Yi−1 ≤ xi).

Les variables étant iid cette quantité vaut F (xi)
i−1. De la même manière on trouve que la seconde

intégrale vaut (1− F (xi))
n−i.

Finalement

fX(i)
(xi) = i

(
n

i

)
f(xi)F (xi)

i−1(1− F (xi))
n−i.
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