Unicité des coefficients d'une série trigonométrique

On se propose de démontrer le théoreme suivant, dii a Georg Cantor (c’est d’ailleurs en voulant généraliser ce résultat
qu’il sera amener a développer la théorie des ordinaux et des cardinaux) :

Théoreéme 1. Soit (c,,) .z une suite de nombres complexes telle que pour tout x € R, la série ¥,z c,e'"* converge simple-
ment vers 0 (c’est-a-dire que limy_.o ZQ':_N cpe'™ existe et vaut 0). Alors ¢, = 0 pour tout n € Z.

Le probléme principal est qu’'on n’'a a priori aucune information sur la décroissance des coefficients. Le plan est le sui-
vant : on commence par traiter le cas o1 ¢, — 0, on ramenera le cas général a ce cas la. Dans le cas ou1 ¢;; — 0, on introduit
la série dont les coefficients sont (grosso modo) c,/n?, série a laquelle on peut appliquer toute la théorie de Fourier car les
coefficients décroissent rapidement. Cette nouvelle série est une sorte de primitive seconde de la série initiale, on relie le
comportement des deux séries grace a un critére de convexité, et on conclut.

Démonstration. On suppose ¢, — 0.0npose F(x) = o5 +X e+ (;n")z e'"™* Cette fonction est bien définie et est continue sur

R par convergence normale. Le critére de convexité qu’on utilisera est le suivant (on ne le démontrera pas) :
fx+h)+f(x—h)-2f(x)
h2

Lemme 1. Pour f:R — R est une fonction continue, on définit g(x) = limy,—¢
Si g existe pour tout x et est positif, alors f est convexe. Si g est nulle, alors f est affine.

, quand cette limite existe.

On cherche donc a calculer limy, .

F(x+h)+F(x—h)-2F(x) _ I inx —inxy [ sin(nh/2)
i =Co+ 25l (cne™ +cpe) ( sin(h/2) )

Pour évaluer cette limite, on utilise le lemme suivant (on le démontrera plus tard) :

F(x+h)+F(x—h)—2F(x)
h? :

On trouve

Lemme 2. Soit ) a, une série de nombres complexes, convergente de somme nulle. On pose pour ¢ € R*, Uy(t) = 1 et pour

. 2
neN*, U,(t) = (%) . Alors pour tout £ € R*, S(£) = X5, a, Uy (f) existe et tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

Ce lemme s’applique en prenant a,, = c,e'"* + c_,e”'"* et t = h/2, on peut donc appliquer le critére de convexité et en

déduire que F est affine, donc de la forme x — ax + b. Ainsi, ax+ b — Cox2/2 = * 'c,, ei”‘ est périodique, donc a = ¢y =0,
nez* (in)z p q 0
donc b = * .C" ei” . Par convergence normale, cette série est égale a sa série de Fourier, donc Cn/(il’l)z = 0 pour tout
nez (ln)Z p

nezZ*,donc c, =0pourtout ne Z.

Traitons maintenant le cas général, c’est-a-dire sans ’hypothese ¢, — 0. Soient x, u € R. On évalue la série initiale en x+ u
et x — u et on somme les résultats. On obtient 0 = ¥ ,,c7 (c,e!™ + c_,e~"%)e!™_ On consideére x comme fixé et on voit cette
somme comme une série trigonométrique en u, dont les coefficients sont d,, = cpe™ + c_,e” "% (Ces coefficients tendent
vers 0 carla série Y c, e  +c_,e"""* converge. Ainsi, le cas ¢,, — 0 implique que d,, = 0, c’est-a-dire que c,e!"*+c_,e~"* =0,
pour tout n et tout x, donc ¢, = 0 pour tout n.

O

Démonstration. Prouvons le lemme 2. S(f) est bien défini car |a, Uy (£)| < |a,|/ (nt)? et a,, — 0 car Y. ay, converge.

Notons s, = X.}_ a,. Une transformation d’Abel donne Y¥_ a,Uy () = X075 5, (U (1) = Up41 (1) + syUn (1), et comme
syUn(t) = 0quand N — oo, ona S(¢) = ?10=0 Sp(Un(t) = Ups1(0).

On obtient la majoration |S(#)| < (sup,,en 1Snl) ZQ’;OI |Up(8) = Ups1 ()] + (Sup =y 15l Z‘,’f:N [Upn(t) = Upsr (D).

Une comparaison série-intégrale donne que |U,, () — Up+1(8)| < f,grt”m fouf(x)= %(SinT(x))z. On vérifie que f est inté-
grable sur R} . Ainsi, étant donné €, on a pour N assez grand, (sup =y |S»l) ZZ":N |U,(t) — Ups1 ()] < €. Puis, comme Uy, (1) — 1
quand ¢ — 0, on a pour t assez proche de 0 (sup,,cn IsnI)fo:‘O1 |Up () — Uy41 (1) < €, ce qui montre que S(¢) — 0 quand
t—0. O

Source : Gourdon, Analyse, p288, probleme 22 (théoréme de Cantor sur les séries trigonométriques)

Le passage du cas ¢, — 0 au cas général n’est pas fait de la méme maniere dans le Gourdon, la preuve présentée ici est
beaucoup plus simple.

Sans doute compatible avec une lecon sur la convexité, en présentant la preuve du lemme 1 (qui est dans le Gourdon
aussi), et en zappant par exemple la preuve du lemme 2.



