Développement: Les Théorémes de Dini et application

Lecon: 241-Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

1. Premier Théoréme de Dini. — Soit (f,,)nen une suite de fonctions f, : [a,b] = R
continues, ot pour tout = € [a, b], la suite numérique (f,(z))nen est croissante et majorée

1. La suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers f
2. Si f est continue, alors la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément sur [a, b]
vers la fonction f

Démonstration

1. Soit z € [a,b], comme la suite numérique (f,,(z))nen est croissante et majorée, elle
converge simplement vers f, = f(x)
2. Soit € > 0 fixé. Pour tout zg € [a, b], il existe N = N, tel que ¥n € Nyn > N, =

| fn(z0) — fzo)| < €

Prenons en particulier n = N, on a:

|fn(20) — f(20)| < ¢

Comme la fonction (fy — f) est continue sur le compact [a,b], selon le Théoréme
de Heine, on en déduit qu’elle est uniformement continue sur [a,b] On peut donc
trouver a = an, > 0 tel que

V(z,20) € (R)® |z —z0| <o = |(fn(z) — f(@)) — (fn(zo) — f(w0))| < &

En utilisant les inégalités (1) et (2) et en écrivant

(@) — F@)] = () — F@)) — (o) — £(20) + (v (z0) — £(z0))]

on en déduit que ¥(z,z0) € (R)? |z — x| < a

= |[(fn(2) = f(@)] < |(fn(2) = f(2) = (fn (20) = f(20)) | +[(fn (w0) — f(20))| < 2¢
qui s’écrit également V(z,70) € (R)?2 x € B(xg,a) = [(fn(z) — f(2))| < 2¢ ou
B(xg,a) = {x € [a,b], |x — x| < a} est la boule ouverte de centre g et de rayon
a>0

Comme la famille des boules ouvertes (B(ro,))z,e[q,5) €St un recouvrement du
compact [a,b] , on peut en extraire un sous recouvrement fini (B(zo,,ak))1<k<m
Soit n > M, ot M désigne le max des N,, pour 1 < k < m et z € [a,b]. Il existe
ke {l,..,p} tel que x € B(xg, ) La suite numérique (f,,(z))nen étant croissante,
on en déduit que

0< f(2) = fulz) < f2) = fur(e) < [f(x) = fu(z)[ < e

soit Yn > M,Vz € [a,b],|f(z) — fo(x)] <e
On conclut que la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [a, b] vers
la fonction f

2. Deuxiéme Théoréme de Dini. — Soit (f,)nen une suite de fonctions f, : [a,b] —
R croissantes, si (fy, )nen converge simplement vers une fonction f continue sur [a, b], alors
la convergence est uniforme.

Démonstration
f est continue sur le compact [a,b], on en déduit selon le théoréme de Heine,
que f est uniformément continue sur [a,b]. Soit ¢ > 0, il existe h > 0 tel que
Vr,y € la,b), |z —y[<h = [f(z) - fly)| <e

Soit xg, 1, ..., £, une subdivision de [a,b] tel que a = zyp < x1 < ... < x, = b de pas
plus petit que h. Comme (f,)nen converge simplement vers une fonction f , on a pour
tout e =1,...;p

lim f,(x;) = f(x;) on en déduit qu'il existe N >0

n—-+oo
tel que Vn > N = |f(z;) — fu(a;)| < e

Soit = € [a,b] et ¢ € {1,...,p} tel que z € [z, Tit1].

|f(x) = ful2)] = |f(x) = f(2:) + f(@i) = ful@:) + fulzs) = fu(@)] < [f(2) = flai)] +
1 (0) = Fulz)| + falz) — fa(@)] <2+ 2+ | fal@s) — fal)]
Comme les fonctions f,, sont croissantes et z; < z < x;11, on a: fp(z;) < f(x) < fu(xiy1)
donc | fa (1) — Fal@)| = fu(2) — Fal@:) < Fal@isr) — Fulwr)

< | fa(@itr) = f(@iv)| + [f(ien) = f(@a)| + [ f(23) = falzi)| < 3¢
Soit finalement |f(z) — fn(x)] < 5e
On en conclut que la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [a,b] vers la
fonction f

3. Application. — La suite de fonctions (fy)nen+ définie par f, : [—a,a] — R avec
Jn(x) = (14 %)" oun € N* a € [0, +-00[ converge uniformément sur [-a,a] vers la fonction

flz) =e”

Démonstration

Soit z € [—a,a], on a: f,(z) = (1+ Z)" = e""(+%) et comme In(1+ Z) =z +0(L), on
a: nlig_loo frn(x) = €® On en déduit la convergence simple de la suite de fonctions (fy,)nen
vers a fonction f(z) =e” Ona f," = (1+Z)"** > 0 ot n > 1 donc les fonctions f, étant
croissante, la suite de fonctions (fy,)nen convergeant simplement vers f continue, on en dé-
duit en utilisant le deuxiéme Théoréme de Dini que la convergence est uniforme sur [—a, a]
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