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Lemme des noyaux
et
Application au calcul d’exponentielle de matrices

CADRE : Soit K un corps, F un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de FE.

Théoréme 1 (Décomposition des noyaux).

Soit p = 2 un entzer et soient Py,..., P, des polynomes non nuls dans K| X| deuz a deux premiers
entre eux et P = H P,. Ona :
k=1

Ker (P(u)) = é Ker (Pg(u))
k=1

et les projecteurs my, : Ker (P(u)) — Ker (Py(u)) sont des éléments de K[u] pour tout k € [1,p].

Application 2 (au calcul d’exponentielle de matrices).

11
Calculer eM pour M = (0 2)

Démonsitration du théoréme.

P
On pose Qx = || B
i=1
i%tk
Comme les P; sont deux & deux premiers entre eux, il en va de méme pour les Q. D’ou, par le
P

théoréme de BEZOUT, il existe Ry € K|[X] tels que : 2 RpQr = 1y Ce qui devient dans End(E)
k=1
(en appliquant u) :

P p
2 Rka IdEnd(E) ) i'e'7 Z Rk(u) © Qk(u) = IdEnd(E)
k=1 k=1

Ainsi, pour z € E, on a: x = >} _; Q(u) o Py(u)(z).
Posons : z = Ri(u) o Qr(u)(z) et montrons que x; € Ker(Pg(u)) quand = € Ker(P(u)) = K. Soit
re K,ona:

Pr(u)(zg) = Pe(u)(Re(uw) o Pr(u)(z)) = Ri(u) o PeQr(u)(z) = Ri(u) o P(u)(z) = Ri(u)(0,) =0,
Ainsi, tout z € K se décompose comme somme d’éléments de Ker(Py(u)) pour k € [1,p] donc :
K c Z Ker(P;(u)). Montrons maintenant l'inclusion inverse pour tout k € [1,p], soit donc k € [1, p]
et SOlt x € Ker(Py(u)). On veut montrer que P(u)(z) =0. On a :

P(u)(x) = Pr... Py(u)(z) = QuPr(u)(x) = Qr(u) o Pr(u)(z) = Qi(0p) =



Dot Ker(Py(u)) < Ker(P(u)) pour tout k € [1,p] et donc :

Ker(P 2 Ker(Py(u

P

Montrons & présent que la somme est directe. Soit (z1,...,2p) € H Ker(Py(u)) tel que > xp = 0.
k=1

Par unicité de la décomposition de 0, dans une somme directe, on veut montrer que zy = 0, pour tout

ke ﬂl,p]]. Soit donc k € [[1,p]], on a:

p

0, = Qi(w)(0,) = Qu(u) (2 ) Z@k ZH

=1

\)Q

=1
=0,4 - +0,+ Qrlu)(x) + 0,4+ -+ 0, = Qr(u )( k)

De plus, Py(u)(zr) = 0 (car x € Ker(Pg(u))) et comme Py et Q sont premiers entre eux, par le
théoreme de Bézout, il existe A, B € K[X] tels que : AP, + BQj, = 1yixp @€, dans L(E) :

APk(u) + BQ/{:(“) = 15(;;)1 i'e'v A(u) © Pk(u) ( ) Qk( ) L(E)

Dot : xp, = A(u) o Py(u)(xr) + B(u) o Qp(u)(zr), d.e., xp=A(w)(0,)+B(u)(0,), ie, xp=0,
Donc :

Ker(P(u @Ker Py(u))
k=1

De plus, par unicité de la décomposition, on a bien également que z; = Ry (u) o Qx(u)(x). On obtient
ainsi :
mi @ Ker(Pe(w) — Ker(Pe(w)  Vhe [1,7]
r=x1+ -tz T

qui est la projection de Ker(P(u)) sur Ker(Py(u)) parallelement & (—B Ker(P;j(u)) pour tout k € [1,p].

7=1
Jj#k

Or, m, = Ri(u) o Pi(u) € K[u].

Démonstration de ’application.

Une application au lemme des noyaux est le calcul d’exponentielle et cela doit se faire en calculant les
projecteurs sur les espaces caractéristiques.

11
On traite ici un exemple simple de eM pour M = (O 5 )
On a: XMZ(l—X)(Q—X)Zplpg.
On pose alors : Q1 = Ps et Q2 = P;. La décomposition des noyaux nous donne les projecteurs comme :
7 = Rp(M)Py(M) pour k = {1,2} ou R € K[X] sont les polynomes tels que : R1Q1 + RaQ2 =
1,i.e., RiPy + RoP) jie,, R1(2—X)+ Reo(1 — X) = 1.
Ainsi, R; = 1 et Ry = —1 conviennent et on trouve :
1 -1
7T1=R1P2(M)Z(Q—X)(M)Z—M+2Id2= 0 0

m = RoPi(M) = (X -1)(M) =M —1dy = (8 1)

2



On veut ensuite écrire M en fonction de 7 et w9 d’ou :

1 -1 0 2
M: 2 =
T + 279 (O O)+<O 2)

De plus, Ker(1 — X) et Ker(2 — X) sont en somime directe donc on a : myme = 0 et my, 72 étant des
projecteurs on a )

eM — gmit2me Z (7” +272 Z Z < )7T1 27?2 -

=m; pour i = 1,2 et j € N*. D’ou :

k=0 k>0
k ok 2
T (2my)* _ 1 -1 20 1) (e e —e
k"+ il —Z —i—Zk'z—em—i—eﬂ'g—e(O 0 +e 01, " \o &2
k=0 k>0 k=0



