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Lemme des noyaux

et

Application au calcul d'exponentielle de matrices

Cadre : Soit K un corps, E un espace vectoriel de dimension �nie et u un endomorphisme de E.

Théorème 1 (Décomposition des noyaux).

Soit p ¥ 2 un entier et soient P1, . . . , Pp des polynômes non nuls dans KrXs deux à deux premiers

entre eux et P �
p±

k�1

Pk. On a :

Ker pP puqq �
pà

k�1

Ker pPkpuqq

et les projecteurs πk : Ker pP puqq ÝÑ Ker pPkpuqq sont des éléments de Krus pour tout k P
q
1, p

y
.

Application 2 (au calcul d'exponentielle de matrices).

Calculer eM pour M �

�
1 1

0 2




Démonstration du théorème.

On pose Qk �
p±
i�1
i�k

Pi.

Comme les Pi sont deux à deux premiers entre eux, il en va de même pour les Qk. D'où, par le

théorème de Bezout, il existe Rk P KrXs tels que :

p̧

k�1

RkQk � 1KrXs
. Ce qui devient dans EndpEq

(en appliquant u) :
p̧

k�1

pRkQkq puq � Id
EndpEq

, i.e.,

p̧

k�1

Rkpuq �Qkpuq � Id
EndpEq

Ainsi, pour x P E, on a : x �
°p
k�1Qkpuq � Pkpuqpxq.

Posons : xk � Rkpuq � Qkpuqpxq et montrons que xk P KerpPkpuqq quand x P KerpP puqq � K. Soit

x P K, on a :

Pkpuqpxkq � PkpuqpRkpuq � Pkpuqpxqq � Rkpuq � PkQkpuqpxq � Rkpuq � P puqpxq � Rkpuqp0Eq � 0
E

Ainsi, tout x P K se décompose comme somme d'éléments de KerpPkpuqq pour k P
q
1, p

y
donc :

K �
p°

k�1

KerpPkpuqq. Montrons maintenant l'inclusion inverse pour tout k P
q
1, p

y
, soit donc k P

q
1, p

y

et soit x P KerpPkpuqq. On veut montrer que P puqpxq � 0. On a :

P puqpxq � P1 . . . Pppuqpxq � QkPkpuqpxq � Qkpuq � Pkpuqpxq � Qkp0Eq � 0
E
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D'où KerpPkpuqq � KerpP puqq pour tout k P
q
1, p

y
et donc :

KerpP puqq �

p̧

k�1

KerpPkpuqq

Montrons à présent que la somme est directe. Soit px1, . . . , xpq P
p±

k�1

KerpPkpuqq tel que
p°

k�1

xk � 0.

Par unicité de la décomposition de 0
E
dans une somme directe, on veut montrer que xk � 0

E
pour tout

k P
q
1, p

y
. Soit donc k P

q
1, p

y
, on a :

0
E
� Qkpuqp0Eq � Qkpuq

�
p̧

i�1

xi

�
�

p̧

i�1

Qkpuqpxiq �

p̧

i�1

p¹
j�1
j�k

Pjpuqpxiq

� 0
E
� � � � � 0

E
�Qkpuqpxkq � 0

E
� � � � � 0

E
� Qkpuqpxkq

De plus, Pkpuqpxkq � 0 (car xk P KerpPkpuqq) et comme Pk et Qk sont premiers entre eux, par le

théorème de Bézout, il existe A,B P KrXs tels que : APk �BQk � 1KrXs
, i.e., dans LpEq :

APkpuq �BQkpuq � 1LpEq , i.e., Apuq � Pkpuq �Bpuq �Qkpuq � 1LpEq

D'où : xk � Apuq�Pkpuqpxkq�Bpuq�Qkpuqpxkq , i.e., xk � Apuqp0
E
q�Bpuqp0

E
q , i.e., xk � 0

E
.

Donc :

KerpP puqq �
pà

k�1

KerpPkpuqq

De plus, par unicité de la décomposition, on a bien également que xk � Rkpuq �Qkpuqpxq. On obtient

ainsi :

πk :
Àp

k�1KerpPkpuqq ÝÑ KerpPkpuqq

x � x1 � � � � � xp ÞÝÑ xk

@k P
q
1, p

y

qui est la projection de KerpP puqq sur KerpPkpuqq parallèlement à
pà
j�1
j�k

KerpPjpuqq pour tout k P
q
1, p

y
.

Or, πk � Rkpuq � Pkpuq P Krus.

Démonstration de l'application.

Une application au lemme des noyaux est le calcul d'exponentielle et cela doit se faire en calculant les

projecteurs sur les espaces caractéristiques.

On traite ici un exemple simple de eM pour M �

�
1 1

0 2



.

On a : XM � p1�Xqp2�Xq � P1P2.

On pose alors : Q1 � P2 et Q2 � P1. La décomposition des noyaux nous donne les projecteurs comme :

πk � RkpMqPkpMq pour k � t1, 2u où Rk P KrXs sont les polynômes tels que : R1Q1 � R2Q2 �

1 , i.e., R1P2 �R2P1 , i.e., R1p2�Xq �R2p1�Xq � 1.

Ainsi, R1 � 1 et R2 � �1 conviennent et on trouve :

π1 � R1P2pMq � p2�XqpMq � �M � 2Id2 �

�
1 �1

0 0




π2 � R2P1pMq � pX � 1qpMq �M � Id2 �

�
0 1

0 1
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On veut ensuite écrire M en fonction de π1 et π2 d'où :

M � π1 � 2π2 �

�
1 �1

0 0



�

�
0 2

0 2




De plus, Kerp1�Xq et Kerp2�Xq sont en somme directe donc on a : π1π2 � 0 et π1, π2 étant des

projecteurs on a πji � πi pour i � 1, 2 et j P N�. D'où :

eM � eπ1�2π2 �
¸
k¥0

pπ1 � 2π2q
k

k!
�
¸
k¥0

1

k!

ķ

i�0

�
k

i



πi1 p2π2q

k�i

�
¸
k¥0

πk1
k!

�
p2π2q

k

k!
�
¸
k¥0

π1
k!

�
¸
k¥0

2k

k!
π2 � eπ1 � e2π2 � e

�
1 �1

0 0



� e2
�
0 1

0 1



�

�
e e2 � e

0 e2
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