Legons concernées: 201, 205, 208

Espace des fonctions lipschitziennes.

Proposition. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions lipschitziennes de [0,1] dans R. On va
montrer les trois propositions suivantes.

1. E n’est pas complet pour la norme || - ||co-

2. Pour f € E, on définit
K(f):=inf{k >0,Vz,y€[0,1],[f(z) - f(y)| < klz — y[}

et N: f—= K(f)+]f(0)].
Alors N définit une norme sur E qui n’est pas équivalente a || - ||co-

3. L’espace (E, N) est complet.

1. Montrons que I'espace E n’est pas fermé dans (C°([0,1],R), | - [|o) donc n’est pas complet. E
contient le sous-espace des fonctions polynémes de [0,1] dans R. Soit f une fonction continue,
non-lipchitzienne, comme par exemple x +— +/z. Par le théoreme de Weierstraf}; on sait qu’il
existe une suite de fonctions polynémes (P,),y qui converge uniformément vers f sur [0,1].

Cette suite est de CAUCHY de E pour || - ||o mais elle ne converge pas dans E.

2. Montrons que N est une norme. Dans un premier temps on remarque que Vf,g € E,V (z,y) €
[0,1]%, |f(z) + g(z) — f(y) — 9(y)| < (K(f) + K(9)) |v — y| donc K(f +g) < K(f) + K(g). De
plus, YA € R, K(Af) = [AK(f).

On remarque aussi que si K(f) =0, alors f est constante (pas forcément nulle).

On obtient alors

o Vf,g€ E, N(f+g) = K(f+9)+[f(0)+9(0)] < K(f)+|f(0)|[+EK(9)+]g(0)] = N(f)+N(g)
e VAER, N(AS) = [AIN(f)
e Si N(f) =0 alors K(f) =0 donc f est constante égale a f(0) = 0.

Montrons maintenant que N n’est pas équivalente & || - ||oo-

Soient f € E et x € [0,1]. On a |f(z) = f(0)] < K(f)a < K(f), done |f(x)] < K(f) + |£(0)] =
N(f) d'ot [[fllee < N(J).

En revanche, il n’est pas possible de controler N(f) avec la norme infinie. Par exemple, soit
fn tx—sin(nz) pour n > 1. On a f), : x — ncos(nz), donc la fonction f, est n-lipschitzienne
par le théoreme des accroissements finis. En fait, comme le taux d’accroissement Sm(wﬂ tend

vers n lorsque # — 07; on a K(f,) = n, et donc N(f,) =n. Mais || fn]lcc = 1. Cela prouve que

N et || - ||oo ne sont pas équivalentes.
3. Soit (fn)nen une suite de CAUCHY de E pour la norme N. Comme || - ||oc < N, la suite (fn)
est de CAUCHY pour | - || Or on sait que C°[0,1] est complet pour la norme infinie. Ainsi,

la suite (f,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction continue f. On va montrer que
f € E puis que f, — f au sens de N.

Comme |K (fu) = K(f,)| € K(fu— fy) < N(fu — f,) pour tout (n,p) € N2, la suite (K (f,))
est de CAUCHY dans R (qui est complet). Elle converge donc vers un réel positif K.
Maintenant, V(x,y) € [0,1]2 et Vn € N, on a |fn(x) — fn(y)| < K(f.)|z — y|. En faisant tendre

n — 400, on obtient

neN

If(x) = f(y)] < K|z -y
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donc f € E.

Montrons pour finir que N(f, — f) tend vers 0. Comme f,(0) — f(0), il suffit de prouver que
K(f, — f) = 0 quand n — +o0. Soit ¢ > 0. Par hypothese, on peut trouver un rang M tel que
K(fn — fp) <elorsque n,p > M.

Ainsi, pour p,n > M, Y2, € (0,1, [fa() — fo() — fa(z) + fo(@)] < el — yl.

Quand p tend vers +oo, Vn = M, ¥(z,y) € [0,1]%, |fa(y) — f(y) — ful(2) + f(2)] < €|z —y], donc
Yn > M, K(f, — f) < e ce qui acheéve la preuve. O
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