Legons concernées: 236, 239, 245, 250

Transformée de Fourier d’une gaussienne

Théréme. Soit a un réel, a > 0. Alors pour tout £ € R :
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On pose v, la fonction définie sur R par v,(z) = e=%*". Pour tout £ € R, on a
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R

On écrit
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On a alors :
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Considérons la fonction de C — C, z — e—a?’
Pour R > 0 et £ € R fixé, notons I'(R) le contour suivant :
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e Pour I1(R).
On sait que [, e " du = /7 En faisant le changement de variable u = y/az dans I1(R), on
obtient que limp 4o 1 (R) = \/g

e Pour I3(R). On a
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De plus, [ e~ (B =) gy — o—aR? Jo& e’ dt —» 0 lorsque R — +o00.

e Pour I,(R). On procede exactement de la méme maniére que pour I3(R) et on montre que
|I4(R)] — 0 quand R — +o0.
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e Pour I3(R). Puisque l'intégrale généralisée
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converge absolument, d’apres ce qu’on a remarqué, on a :
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La fonction z — €% est holomorphe sur C et le contour I'(R) est fermé, donc le théoréme de
Cauchy nous donne
/ e =0
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On obtient alors, en faisant tendre R — +oo :
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Finalement on obtient bien le résultat annoncé.
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