Convergence des séries de Dirichlet
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Pour les lecons : 230, 241, 245, 265.
Pas de référence.

Prérequis. Pour (ay),>1 une suite de complexes, on note »,~; a,n™° la série de fonctions de la
variable complexe s. Le développement suivant s’intéresse aux propriétés de convergence de la série
ainsi qu’a la régularité de sa somme et son comportement asymptotique. Avec la notation standard
s = 0 + it, on désigne par

— o.=1inf {o € R, },~; apn~%converge} I'abscisse de convergence,
— 0gc =1inf {o € R, > |an|n"7converge} I'abscisse de convergence absolue,

— {0 > a} l'ensemble des complexes de parties réelles > « (un réel donné).

Théoréme. Soit >,,~; ap,n™° une série de Dirichlet d’abscisse de convergence o, < 400.
1. Sl existe so = g +ito tel que >, ~1 apn™* converge, alors },~; apn™* converge uniformément
sur tout compact de {o > op} vers sa somme f,

2. Y ,>1ann”° converge sur {0 > o.} et diverge sur {0 < o}, de plus f est holomorphe sur
{o > 0.},

w

.Sl —co<og,onao, <oge <o+ 1,
4. Pour tout N > 1, f(s) =N a,n+ o (N79).

o—>+400

Preuve de 1. Pour s = o + it et p > 1, notons f,(s) = Y0 _; apn™*. Par hypothése (f,(s0))p>1
converge, donc M = sup {|f,(s0)|, p > 1} < +o00. Pour montrer que (fp)p>1 converge uniformément
vers f on va utiliser un critere de Cauchy uniforme a l’aide d’une transformation d’Abel. Soient

1 < p < q et s complexe,

q q

fa(s) = fp(s) = 32 (ann™n™0 = 37 (fa(s0) = fa-1(s0))n ="

n=p+1 n=p+1

q—1
= fQ(SO)q_8+SO - fP(SO)(p + 1)_8+80 + Z fn(so)(n_s-i-so —(n+ 1)—5—&-50)_

n=p+1
Donc 1
M M 9= B -
|fQ(S) a fp(s)’ < qe—o0 + (p+ 1)0700 + M Z |n st+so0 _ (TL+ 1) s+so|.
n=p+1
Comme n ™% — (n 4 1)7°+%0 = — f:H(s — s0)t~5T%0~1d¢, alors
2M q-1 )
|fq(s) = fp(s)| < + M|s — so Z n—otoo—1

Q)+_1)U_UO n=p+1

Soit maintenant K un compact de {o > 0¢}, alors il existe R,0 > 0 tels que K C {s,|s —so| < R,0 >
oo+ 6} (faire le dessin au tableau). Alors

2M N , .
[fg = folloo,x < W + MRn:%;Lln M:zroo 0, ce que l'on voulait.



Preuve de 2. Soit s de partie réel ¢ > o.. Par définition de o, il existe 0. < o9 < o tel que
> n>1ann” %% converge. Donc par 1, >~ a,n™° converge. Si maintenant ¢ < o, alors la convergence
de in>1 ap,n~*® entrainerait (par 1) que pour tout o < o¢ < o, la série Y n>1ann” %0 convergerait.
Impossible par définition de o.. Ainsi, le point 1 montre que pour tout o > o, la série de Dirichlet
converge uniformément sur tout compact de {o > o¢}. Comme les fonctions s — n~* sont holomorphe
(sur tout le plan car ce sont des exponentielles), alors f est holomorphe sur le demi-plan {o > o.}.

Preuve de 3. Comme la convergence absolue entraine la convergence, on a bien o, < 0g4c. Suppo-
sons o, > —oo. Par 'absurde, si 0. + 1 < g, prenons € > 0 et o tels que 0. + 1 + ¢ < 0 < Tge.
Alors la série >, > ann 7T+ converge donc il existe C' > 0 telle que pour tout n > 1, |a,n 7| =
lapn =0 T1He|In=17¢ < Cn~17% qui est le terme général d’une série convergente. Donc o > 0., absurde.

Preuve de 4. On suppose que la suite (a,) n’est pas nulle. Soit ng = min {n > 1, a, # 0}. Par une

récurrence sur N > 1, le point 4 découlera de 'asymptotique f(s) = an,no™* + 9, (np=7). Cela
g o

est équivalent a

+oo +oo
E apn~ = o (ng ?) ie. nf E apn” | — 0
o——+00 o—+00
n=nop+1 n=ng+1

Il nous suffit donc de montrer que

+o0 o

no
Z |an‘ <> 0—>+go )
n=ng+1 n
Or chaque terme de la somme converge vers 0 lorsque o tend vers l'infini. La question est donc de
savoir si 'on peut intervertir la limite et la somme. Il nous suffit pour cela d’une convergence uniforme
en o. Par définition de o4 (qui est fini par 3) il existe p > 0. tel que >~ |an|n™" converge. Cela
entraine une convergence uniforme sur ’ensemble des réels o > p puisque

g
no a " 1 -
|an| (> <nf @ terme générale (indépendant de o) d’une série convergente.
n n

Remarques.
— Dans le cas ou 0. = +00 le point 1 montre que la série diverge en tout point du plan.

— Par analogie avec les séries entiéres, on ne peut rien dire sur la droite {o = 0.} d’une fagon
générale. Par exemple, avec a, = 1, la série diverge en 1 et converge en 1+ it, t # 0 (critere
d’Abel 7).

— Les inégalités dans 3 sont les meilleurs possibles. En effet on a o, = 0. dés que les a, sont
positifs. Et on peut avoir o, = 0. + 1, par exemple avec a,, = (—1)" (critére de Riemann et
théoreme des séries alternées).

— On peut démontrer que si la somme f possede des zéros de parties réels strictement croissante,
alors tous les a,, sont nuls et donc f est nulle.



