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Prérequis. Notion de résultant, propriétés importantes, notamment : P,Q ∈ k[X] ont une racine
commune dans une extension de k si, et seulement si, Res(P,Q) = 0 (rappelée dans le Rombaldi).
Définition de l’ensemble des entiers algébriques de C : Z = {z ∈ C, ∃P ∈ Z[X] unitaire, P (z) = 0}.
On a par exemple Q ∩ Z = Z et Un ⊂ Z pour tout n ≥ 1. Et il est bon de savoir que α ∈ Z si, et
seulement si, son polynôme minimale sur Q est à coefficients entiers.

Avertissements. Ce développement est long et nécessite une maitrise du résultant et de la théorie
des représentations (savoir faire la leçon 107).

Théorème.
1. Z est un sous-anneau de C,
2. Soit ρ : G −→ GL(V) une représentation irréductible d’un groupe fini G, de caractère χ. Alors

son degré d = dim(V) divise n l’ordre de G.

Démonstration de 1. Comme 0 et 1 sont dans Z, il suffit de montrer que si α, β ∈ Z alors −α, α+
β, αβ ∈ Z. Notons P,Q ∈ Z[X] unitaires, annulant respectivement α et β :

P = Xm + am−1X
m−1 + · · ·+ a0, Q = Xn + bn−1X

n−1 + · · ·+ b0.

• −α ∈ Z : (−1)mP (−X) est unitaire dans Z[X] et annule −α.
• α+ β ∈ Z :
Considérons P (X−Y ), Q(Y ) ∈ Z[X][Y ] ⊂ Q(X)[Y ] vu comme des polynômes en Y à coefficients
dans le corps Q(X). Soit R(X) = ResY (P (X − Y ), Q(Y )) ∈ Q(X) (on élimine la variable Y ).
Comme P (α + β − Y ) et Q(Y ) sont deux polynômes de C[Y ] qui s’annulent en β ∈ C, alors,
d’après la propriété rappelée en prérequis, R(α+ β) = 0.
Montrons que R est en fait dans Z[X] et unitaire. On a :

P (X − Y ) =
m∑

k=0
ak(X − Y )k =

m∑
k=0

ak

k∑
j=0

(
k

j

)
Xk−j(−1)jY j =

m∑
j=0

cj(X)Y j .
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Avec cj(X) = (−1)j
m∑

k=j

ak

(
k

j

)
Xk−j ∈ Z[X] de degré m − j. On a c0(X) = P (X) et cm(X) =

(−1)mam = (−1)m 6= 0, donc P (X − Y ) est de degré m en Y (important pour écrire le dé-
terminant de Sylvester ci-dessous). Par définition (ou plutôt, ma convention) de la matrice de
Sylvester :

R(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0(X) = P (X) b0

c1(X) P (X)
... . . .

... c1(X) . . . ... b0

cm(X)
... . . . P (X) bn−1

...

cm(X) c1(X) 1 . . . ...
. . . . . . bn−1

cm(X) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Via la formule du déterminant (avec la somme sur les permutations de Sm+n) et en isolant la
permutation Id, on obtient R(X) = P (X)n× 1m +T (X). Où T ∈ Z[X] est de degré strictement
plus petit que celui de P , car cj ∈ Z[X] avec deg(cj) < m si j ≥ 1. Conclusion : R ∈ Z[X] est
unitaire et annule α+ β.
• αβ ∈ Z :
On utilise les mêmes arguments que ci-dessus. On considère cette fois-ci

R(X) = ResY

(
Y mP

(
X

Y

)
, Q(Y )

)
∈ Q(X), qui s’annule en αβ.

Comme Y mP

(
X

Y

)
=

m∑
k=0

(am−kX
m−k)Y k, alors :

R(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

amX
m b0

... . . . ... . . .

... amX
m

... b0

a0
... 1

...
. . . ... . . . ...

a0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∈ Z[X] est unitaire car am = 1.

Démonstration de 2. Écrivons G = C1 ∪ · · · ∪ Cr comme union disjointe de ses r classes de conju-
gaisons. On procède en quatre étapes.

— D’abord χ est constant sur les classes de conjugaisons de G et à valeurs dans Z. En effet, si g ∈
G, alors ρ(g)n = Id, donc ρ(g) est diagonalisable à valeurs propres λ1, · · · , λd ∈ Un ⊂ Z et donc
χ(g) = Tr ρ(g) = λ1 + · · ·+ λd ∈ Z d’après le premier point.

— Pour tout 1 ≤ i ≤ r, on note ui =
∑

g∈Ci

ρ(g) ∈ End(V) (endomorphisme du C-ev V). Ce sont

même des endomorphismes de G-représentation puisque, pour tout h ∈ G,

ui ◦ ρ(h) =
∑

g∈Ci

ρ(gh) =
∑

g′∈Ci

ρ(hg′) = ρ(h) ◦ ui,

où l’on a posé g′ = h−1gh, réalisant une bijection de Ci. D’après le lemme de Schur, comme ρ
est irréductible, on peut écrire ui = λiId, avec λi ∈ C.
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— Montrons que pour tout 1 ≤ i ≤ r, λi ∈ Z. Soit g ∈ G,

λiρ(g) = ui ◦ ρ(g) =
∑

g′∈Ci

ρ(g′g) =
∑
h∈G

ag,hρ(h), avec ag,h ∈ {0, 1}.

Donc pour tout g ∈ G,
∑
h∈G

(λiδg,h − ag,h)ρ(h) = 0.

Soient A = (ag,h)g,h∈G ∈ Mn(Z) et R = (ρ(h))h∈G ∈ End(V)n. Alors (λiIn − A)R = 0 dans
End(V)n. On multiplie cette égalité par tCom(λiIn −A) pour obtenir : det(λiIn −A) R = 0. Si
l’on note χA ∈ Z[X] le polynôme caractéristique (donc unitaire) de A, alors χA(λi) R = 0. Pour
la coordonnée h = 1 (neutre de G), on obtient 0 = χA(λi) ρ(1) = χA(λi) Id, donc χA(λi) = 0.

— Concluons. Soit 1 ≤ i ≤ r, on prend la trace

dλi = Tr ui =
∑

g∈Ci

χ(g) = |Ci|χ(Ci).

Comme χ est irréductible, <χ, χ> = 1, de sorte que

n = |G| =
∑
g∈G
|χ(g)|2 =

r∑
i=1
|Ci|χ(Ci)χ(Ci) =

r∑
i=1

dλiχ(Ci).

Or, on a vu que χ(Ci) ∈ Z, donc χ(Ci) ∈ Z (si P (z) = 0, alors P (z) = 0 puisque P est à
coefficients entiers, donc réels). D’où

n

d
=

r∑
i=1

λiχ(Ci) ∈ Z, par le point 1.

Finalement n
d
∈ Z ∩Q = Z, c’est-à-dire d divise n.
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