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��������� �
� ��������� �� ��������� ����� P1(C) �� ���� ��� ������ ������� �� P2(R)�� ���������� ��� ��

������ ��������� �� ������� ���� P1(C)�
� ��������� ��� ��������������� ���� P1(C)�
� �� ���� ������������� �� ����� �� R ��� �����������
� ��������� �� ������ ���������� �� �� ���� ��� ��� ������ �������� ��� ����������������
�� ������������� ���� � ��������� �� �������� ��������

��������� ����� ��������� �� P1(C) ���� P1(C) ��� �������� ��� ��������������� ���������� ��
������ �����������

�� �������� �� �������� �� ���������� �� ������ �� �������� ������� �� ������� ���� ����
����� �������� �������

������ ������ �������� a, b, c, d �� P1(C) ��������� ���� � ���� ���� ���� �� �������� ����������
�� [a, b, c, d] = −1� ����� �

� ��� �������� a, b, c,∞ ���� �� �������� ���������� �� �� ��������� �� c ��� �� ������ ��
������� [ab]�

� ���� ���� a ∈ C �������� �� 0, 1 �� −1� a,−a, a2, 1 ���� �� �������� �����������
� ����� ������ a, b, c ∈ C ���������� �� ���� ���������� d ��� ��� a, b, c, d ���� �� �������� ����
������� ���� ���������� ��� ������� �� ��� ������� ������ ��� a, b, c �� ��� ������ �����������
����������

��������������
������� �� ������� �� ���������� [a, b, c,∞] = (c − a)/(b − a) ���� ���� −1 �� �� ��������� ��

c ��� �� ������ �� [ab]� �� ���� ���� a �= 0,−1, 1 �

[a,−a, a2, 1] =
(1 + a)/(1− a)

(a2 + a)/(a2 − a)
= −1.

������� ���������� �� ������������ �� �� �������� �����������
� �� a, b, c �� ���� ��� ������� ���� R2� ��� ���� ����������� �� �� ���� ����� �� ������ �� ��
���� C �������� ������ �� R2 ������� ��� a, b �� c� Ta ������ Tb� �� �������� � C ������� ���
a ������ b�� m �������� ����� �������������� �� Ta �� Tb ���� C� �� d �� ����� ��������������
�� (mc) �� C� �������� ��� [a, b, c, d] = −1�
����� ����������� ��� ��� ������������ �� ������ d � �������� a �� a�� b �� b� �� c ��
c�� ����� ��� ������������ ���������� ��� ��������������� �� d ���������� � C ���� ��� �
Ta �� Tb� C ������� ��� ������ D� Ta �� Tb ��� ������� Ca �� Cb �������� � D �� a� �� b�

��������������� �� m ��� �� ��� ���� ������ �������������� �� Ca �� Cb �������� ����� �������
�� ∞ ��� ��������������� ��� c ���������� � (m∞) �� C ���� c� ���������� � �� ������ D�

��������� ��� Ca ∩ Cb� ����� ������ ��� �� ���� ���������� E ��� ������ M �� ���� ���� ���
OaM

2 − r2a = ObM
2 − r2b �� Ca ������ Cb� ��� �� ������ �� ������ Oa �� �� ����� ra ������

������ Ob �� ����� rb�� �� ����� E �������� ������������ Ca ∩ Cb� �� ��������� �� ����������
�� ������ ����� ������������� � ��� ������� �� �� �����

−−−→
OaOb ·

−−−→
ObM = λ ��� ������ ����

��� ������� ���� D� = E� �����
−−→
Oaa

� ��
−→
a�c� ���� ����������� ��� ��������� �� �� ����

���� b�� ��������� ���������� E ��������� � c� ���� ����� ������� �� �������� �� ���������
(a�c�)2 = (b�c�)2 ���� c� ��� �� ������ �� a�b�� ����� [a, b, c, d] = [a�, b�, c�,∞] = −1�

�



� �� a, b, c ���� ������� ���� R2� �� ���� D ���� ������ ������ ������� �� �� ������� m /∈ D�
D� �� D�� ���� ������� ���������� ��� ���������� �� D� ������� ��� c� �� ���� ����� ������ ��
�� ���� α = (am) ∩D�� β = (bm) ∩D�� γ = (bm) ∩D�� �� δ = (am) ∩D��� �� ε ��������������
��� ���������� �� ������������ Q = αβγδ� �������� ��� �� ����� �������������� d �� (mε)
�� D ������� �� �������� ����������� ����� d ∈ D� [a, b, c, d] = [a, b, c, d]R ������������� ��
��������� �� a, b, c, d ��� ����� ������ ������ ��������� ������� ���� P2(R)��
�� ���� ���� �������� ��� �� ������� �� PGL3(R) ���� ������� (mc) � ������� ���� ������
��� ������ ��� ����� �������������� ����� ����� ���� ��� ������������ �� ��� ������������
(αβ) ∩ (γδ) = {c} �� (αδ) ∩ (βγ) = {m}� ���� �� ������������ Q ��� ������ ��� �� ����������
������� ���� ε� �� ������ �� ��� ���� ����������� �� (ε�m�) ��������� � (α�δ�) �� (β�γ�) ����
d� ��� �� ������ �� [a�b�]� ����� [a, b, c, d] = [a�, b�, c�, d�] = [a�, b�, d�,∞]−1 = (−1)−1 = −1�

�� ���� ���������� ������� �� ���������
����� �
���� ϕ : P1(C) → P1(C) ��� ����� ���������� ������ � �� �������� ���� ��� ������������ ��

���� �� �� �� �������� ��� ϕ ��� 0, 1 �� ∞�
����� ϕ ��� ∞� ���� ������ ��� ������� ��� ��� ������� �� ��� ������� ��� ��� �������� �� ��������

�� �������� ���� ����� ��� ����������� ���� ��� �� ����� ���� �������� �� �������� �����������
����� �
������ a, b ∈ C ���������� ����� a, b, c,∞ ���� �� �������� ���������� �� �� ��������� �� c ���

�� ������ �� [ab] ��� �� ������ ϕ �������� ��� ������� ������� ������� � �� ����

ϕ

�
a+ b

2

�
=

ϕ(a) + ϕ(b)

2
.

�� ���������� �� �������� � b = 0� �� �� ������ ��� ϕ(a/2) = ϕ(a)/2 ���� ���� a ∈ C ���
ϕ(0) = 0� ���� ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) ���� ���� a, b ∈ C ��� ��� ��������� �� a �� b ����� �� ��
������� ����������� �� ��� a = 0 �� ϕ(0) = 0��

���� ���� a ∈ C �������� �� 1, 0,−1� [a,−a, a2, 1] = −1 ������� �� ������ �� ϕ(−a) = −ϕ(a)
���� ���� a ∈ C ��� �� ������� ���������� ���� [ϕ(a),−ϕ(a),ϕ(a2), 1] = −1 ����� ϕ(a)2 = ϕ(a2)�
�� ��� ��� ����� ���� ���� a = 0, 1,−1 ����� �� �� ������ �������������� �� ���������� ����
� (a + b)� �� �� ������ ��� ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ���� ���� a, b ���� ϕ|C ��� �� ������������� ��
����� �� C� �� ����� �� �������� R ��� ���� ��� ������ �� C ������� ��� � �� �� �� ����� �� ����
������������� �� ����� �� R ��� ����������� ϕ|C ��� ���������� �� �� ����������� ��������� ���� ϕ
���������� �� ������ �����������

���������
� � ������� �� ���� ����� ������ ���� ��� ������ �� ������ ������������ �� ����� ��� ��� ������
���� ������ �������� �� ������ ���� �������� � ������� ��� ������ ����������� ���� �� ���
��� ��� ���������� ������ ��� �������� ����������� �� ���������� �� ��������� �� ��� ��������
������� ������� ���� ������� ���� �� �����

� ���� ��� ���� �� ����� �������� �� �������� ��������� ��� �� �������� ���������� ���� ��� ��
��������� �� �� ������ �� �������� ���� ������� ���� ������� ���� �� ���� ������� ����������
����������� �� ��������������

� �� ���� ���� �������� �� ��������� ����� P1(C) �� P2(R) ���� �� ������ �� ������ �� ���������
���������� �������� �� ������ ��� ��� ������� ��� ������ ��� �� ������ �� ��� ��� ������ ��
��������� ���� ��� ������������� ����������
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