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39 Théoréme de Dirichlet version faible
ref : 7

THEOREME 39.1 Soit n > 2, il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1+ an avec
a € N (c’est-a-dire dans la classe de 1 modulo n).

PREUVE. Commengons par un lemme qui nous fournit un critére pour trouver des nombres
premiers congrus & 1 modulo n parmi les facteurs premiers de ®,(a).

LEMME 39.2 Soit a € N et p premier tel que : p divise ®y(a) et p ne divise pas ®4(a) pour d
divisant n et d # n. Alors :
p=1 (mod n)

PREUVE. On écrit la relation liant les polynémes cyclotomiques :

X" 1= H(bd(X)
din

On a p divise ®,(a), donc p divise a™ — 1, autrement dit " = 1 dans Z/pZ. L’ordre w
de a dans Z/pZ* est alors un diviseur de n. On réexploite une deuxiéme fois la relation entre
polynémes cyclotomiques :

@ —1= H Dy(a)

dlw

Le premier membre vaut 0 modulo p alors que le deuxiéme est non nul sauf si w = n par
hypothése. Ensuite, le théoréme de Lagrange dans Z/pZ* donne n divise p — 1, c’est-a-dire p = 1
(mod n). O

La stratégie est de trouver des nombres premiers congrus & 1 modulo n arbitrairement grand,
fixons donc N > 1 et cherchons p > N. On pose a = 3 x N!, ce nombre a ’avantage d’étre grand
et de contenir tous les facteurs premiers jusque IV, c’est tout ce qu’on lui demande.

@n(a) =[[la—e™" 1> [[(a—1)>2

®,,(a) contient donc un facteur premier p > 2, on va montrer qu’il est plus grand que N et
qu’il est congru a 1 modulo n.

Pour le premier point, on remarque que si p < N, p divise a, donc p divise ®,(a) — P,,(0) qui
est un polynéme en a sans facteur constant. Comme p divise ®,,(a), il divise aussi ®,,(0) = 1.
C’est absurde, donc p > N.

Pour le deuxiéme point, on utilise le lemme : le polynéme X" — 1 est & racines simples dans
7./pZ car il est premier avec son polynéme dérivé nX"~! (n # 0 (mod p) car p > N > n ne
peut diviser n). Or p ne peut pas diviser un autre ®4(a) pour d|n, d # n, sans que a soit racine
double de X™ — 1, donc d’aprés le lemme p =1 (mod n). O

Remarque : 1) La version forte établit la méme chose dans la classe de m modulo n dés que
mAn=1.

2) On utilise un peu de connaissance des polyndémes cyclotomiques, a mettre dans le plan ou
a démontrer si le temps le permet.

Legons concernées : anneaux Z/nZ, nombres premiers, nombres complexes de module 1.



