Remarque. Il y a encore bien des choses a dire sur ’action de ce groupe : par exemple, que 'action
est fidéle une fois quotientée par 1o, transitive pour le groupe SLy(R), ou encore que le quotient
pour cette action s’identifie & ’ensemble des réseaux de C & homothétie prés. Ne pas hésiter &
rajouter I'une ou 'autre de ces propriétés si le développement parait un peu court.

Référence : [Alessandri]
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6 Théoréme de Pascal via les coordonnées barycentriques

Prérequis :
- Coordonnées barycentriques et équations de droites et de coniques dans celles-ci

Théoréme (Pascal). Soient siz points distincts du plan A, B,C, A’, B',C’ dont trois quelconques
ne sont jamais alignés et ne formant pas de droites paralléles entre elles. Alors, une conique non
dégénérée passe par ces sixz points si et seulement si les points d’intersection (dans P?(R)) m de
(BC') et (B'C), n de (AC") et (A'C) et p de (AB’) et (A’'B) sont alignés.

On se place dans les coordonnées barycentriques associées au repére (A, B, C).

Lemme. La droite passant par deux points M(x,y,z) et M'(z',y',2") distincts a pour équation,
en coordonnées barycentriques :

X 'Y Z
r y z|=0.
1,/ y/ Z/

Démonstration. Soit P = (X,Y,Z) un point. Comme ce sont des coordonnées barycentriques,
on les normalise & somme 1 (ce qui ne modifie passe annulation de la matrice ci-dessus). Alors,

P e (MM’) si et seulement si M? = tM M’ pour un certain t € R, ¢’est-a-dire que

X—2z = t@'—2x)
Y-y = -y
Z—z = t(z—2)

Comme on a normalisé les coordonnées barycentriques, la derniére ligne est la somme des deux
autres, et donc il suffit que t vérifie le systéme des deux premiéres lignes, c’est-a-dire que

Xy 2 —2 X—2 -2 =2 X 2 «x X 2 =z
0= Y-y y/_y=Y*y v-y yl=Y ¢ y=Y ¢ y
0 0 1 1 1 1 Z 2 oz

O

Posons maintenant A’(a,a’,a”), B'(b,b',b") et C'(¢c,, ). Comme il n’y a aucun alignement
entre les six points, ces neufs coordonnées sont non nulles. Ensuite, d’aprés le lemme précédent,

XY Z XY Z
(X,Y,Z)e (BC')N(C'B)<—=0=(0 1 0|=(0 0 1 <:>{
b

c C/ c// b/ b//

dX = cZ
V¥X = by

c’est-a-dire que m a pour coordonnées barycentriques (be, b'c, bc”).
De méme, n a pour coordonnées barycentriques (c'a,c’a’,c’a’) et p a pour coordonnées ba-
rycentriques (ab”,a”’t’,a”b"). Dans le cas ou la somme des coordonnées est nulle, elle définit un
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point & l'infini dans P?(R), et on peut traiter le probléme d’alignement en coordonnées projectives
comme via le lemme.

Soit maintenant une conique passant par les points A, B,C. Son équation en coordonnées
barycentriques dans le repére A, B, C est de la forme

a—0YZ +bpXZ 4+ coXY =0

avec ag, by, co non tous nuls (les autres termes homogénes quadratiques sont nuls car la conique
passe par A, B et C). Elle passe par A’, B, C" si et seulement si ag, by et ¢y sont solutioons non
nulles du systéme

Xd'a"+Yad"+ Zad = 0
X' +Yb' +2Zb0 = 0
Xcdd'"+Yed +Zced = 0

dont on note d’ le déterminant Or, m,n et p sont alignés si et seulement si

be be b
d=|ca dd dd|=0.
ab// a//b/ a//b//

Or, s =a'a"bb"cc’ # 0 donc

1 b//b C///C a/a// b/b// C/C//
d =3 a/a/ 1 C///C/ — aa// bb// CC// — d/
a/d’ Y/ 1 aa’ bV o

donc m,n et p sont alignés dans P2(R) si et seulement si il existe une conique passant par
A B,C, A, B C.

Celle-ci est automatiquement non dégénérée car sinon ce serait la réunion de deux droites, et
alors parmi cinq de ses points distincts, trois seraient alignés.
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